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yj DISCOURS 

On ne trouve aucun peuple civilisé et un peu nom- 
breux , soit parmi les anciens , soit parmi les modernes , 
qui n'ait cultivé plus ou moins les mathématiques; mais 
tous n'y ont pas fait des progrès égaux. Cette différence 
doit être attribuée à relie des climats, des gouverne- 
ments, et quelquefois à des circonstances particuHt^rcs 
qui impriment à une nation un mouvement général vers 
cerlains objets. Je puis citer en preuve des exemples 
remarquables. Les Grecs, nés sous le ciel le plus licu- 
reux, et longtemps possesseurs d'une liberté réglée par 
les ïusiitutions les plus SJiges, ont mené de front les 
lettres, les arts, les sciences; et partout ils ont excellé. 
Les Romains, uniquement occupés de leurs conquêtes 
durant plusieurs siècles, eurent enfin des orateurs, des 
historiens et des poètes, qui se formèrent îiu sein de 
leurs divisions intestines : bientôt le talent de la parole 
devînt un mo_yen presque aussi assuré que les qualités 
guerrières, pour arriver aux premières places de la ré- 
publique ; mais ce peuple montra peu de goût et de 
génie pour les arts et les sciences, qui ne conduisoient 
pas aux mêmes honneurs. De temps immémorial les 
Chinois s'adonnent aux mathématiques; la plupart de 
leurs empereurs les ont aimées et les ont encouragées 
par des bienfaits; le pays qu'ils habitent est en parlicu- 
lier très - favorable aux observations astronomiques : 
cependant, malgré le concours de tant de circonstances 
avantageuses, les sciences demeurent toujours parmi eux 
dans un état de médiocrité et de langueur. Leur astro- 
nomie est à peu près ee qu'étoit la nôtre il y a deux cents 
ans. C'est dans la morale qu'ils se sont le plus distingués. 
Attachée superstitieusement à ses anciens usages, la na- 
tion chinoise paroît dépourvue de cette activité inquiète 
qui cherche la nouveauté et qui produit les découvertes. 

II y a à peu près les mêmes diliTéreuces d'individu à 
;_j:__:j,j ^yg j^ peuple à peuple. Chaque homme a son 



idi^^ 



PRÉLIMINAIRE. 
I ^nre particulier d'esprit, qui ne se porte pas indiff 
remment vers tous les sujets. Une intelligence ordi- 
naire suffit pour comprendre Its élémeiils des inatlié- 
maliquesi et même pour en faire des applications utiles: 
mais veut-on s'élever à la géométrie des courbes, à la 
mécanique transcendante, a la théorie du mouvement 
des fluides? alors la progression des princijies et des 
raisonnements se complique à chaque pas : pour la sui- 
vre et la pousser plus loin, il faut une force de tète et 
une sagacité que peu d'hommes ont en partage. Vous 
êtes destiné à devenir grand orateur, grand poète, si à 
une imagination brillante et féconde, vous joignez un 
goût sévère et dirigé par l'étude des excellents mo- 
dèles ; les caractères du génie mathématique sont la 
justesse, la clarté et la profondeur. Je n'ai point la ca- 
f paciti^ ni le dessein d'assigner ici les places aux pro- 
L ductions du génie : je n'entreprendrai pas même de 
I combattre à cet égard les jugements précipités de l'en- 
vie ou de la prévention ; mais je croîs, en général, que 
dans tous les genres les hommes supérieurs sont h peu 
' près ég*a|ement rares. La nature met, pour ainsi dire, 
■ une espèce d'équilibre entre ses ouvrages. Si la vanité 
pouvoit s'oublier un moment elle-même . et si elle vou- 
lolt considérer que le succès complet dans ime partie 
ne s'obtient que par un travail opiniâtre et suivi , qui 
nous condamne ordinairement à l'ignorance ou à la 
médiocrité dans toutes les autres, on deviendroit plus 
réservé , plus équitable ; et, lorsqu'on ne scroit jias en 
état d'apprécier un talent, ou s'abstiendroit au moins 
d'en parler avec un dédain magistrat, dont l'effet le plus 
certiiin est d'exciter le mépris pour le détracteur. 

L Les deux traités qui composent ce volume compren- 
[ nent l'arithmétique et l'algèbre : jetons un tou]î-d''i'd 
général sur l'oiigîne et les progrès de ces deux scien^g^ 
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Origine et progrès de l'arithmétique. 

L'anthmétiqiie, qui est la clef de toutes les parties 
desmalhématique», poiie sur des notions primordiales 
d'une extrême siûiplicilé. En effet, rien n'est plus clair 
et pins facile à concevoir que l'idée de nombre ou 
de mul/iiuàe. Aux pi-emiere rayons d'intelligence que 
riiomme sentit, il put compter ses dulgls, les arbres 
qui l'environnoient, et les autres objets placés sous ses 
^enx. Tous ces calculs, s'il est permis de les appeler 
ainsi, se firent d'abord sans méthode *l sans autre se- 
cours que celui de la mémoire. Bientôt on trouva les 
moyens de les étendre et de les soumettre à des règles. 
Un de ces premiers moyens étoil de représenter les ob- 
jets à nombrer, par de petites boules enfilées comme 
ies grains d'un cbapelel. Chaque l)oule désignoit, par 
exemple, une brebis; et la collection des boules, tout 
]e troupeau. 

L'invention de l'écriture fit faire nn nouveau pas à 
l'art de la numération. Sur une table couverte de pous- 
sière, on traçoit des caractères choisis arbitrairement 
pour exprimer les nombres; et par là on pouvoit exé- 
cuter des opérations arithmétiques d'une certaine lon- 
gueur. 

Toutes les nations, si on en excepte les anciens Chi- 
nois et une peuplade obscure dontAristote fait mention, 
ont distribué les nombres en périodes composées cha- 
cune de dix unités. Cet usage ne peut guère s'altiibuer 
qu'à celui où l'on est naturellement dans l'enfance de 
compter par ses doigts, qui sont au nombre de dix. Les 
anciens se sont également accordés à représenter les 
nombres par les lettres de* leur alphabet. On distinguoit 
les différents périodes de dixaines par des accents dont 

aflèctoit les lettres numérales , comme chez les Grecs ; 
nar différentes combinaisons des lettres numérales, 
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^K comme clicz les Romains. Toufçs ces notations, et prîn- 
^P cfpalement celle des lîomains, ctoient fort composées 
" et toit incommodes quand il s'agissoit d'exprimer d) 

nombres un peu considérables. 
1 Sirabon raconte, dans sa Géographie j qu'on atl 

^L buoîtdcson temps l'invention de l'aritbmétique, comme 
^1 celle de l'écriture, aux Phéniciens (i). Celle opinion a 
V pu en effet trouver d'autant pins de (acilité à s'établir, 
" que les Pbéniclens, ayant été les plus anciens commer- 
çants de la terre, ont dû natnrellement perfectionner 
une science dont ils faisoieni un usage continuel ; mais 
les firincipes de raritlimétitpie étoient connus des Eg^'p- 
tiens et des Chaldéens, longtemps avant qu'il fût ques- 
tion des Phéniciens , qui vraisemblablement les avoH 
appris des Egyptiens leurs voisins. 

La science des mages ou ]jrétrcs égyptiens a été 
nommée dans l'antiquité. Ils ctoient, pour ainsi dire ,Ies 
dépositaires de toutes les connoissances que les hommes 
avoient acquises depuis l'origine du monde. On venoit 
de /ous côtés s'instruire parmi eux. Plusieurs illustres 
philosophes grecs, entre autres Thaïes de Milet et Py- 
thagore de Samos, firent le voyage de l'Egypte dans 
cette vue. 

On ne connoît aucune découverte de Thaïes dans 
l'aritUmétique : ÎJ est célèbre principalement comme 
géomètre et astronome (2). 

Pyiliagore embrassoit toutes les sciences (3), et ea 
jiavlicuVier il avoil porté Ircs-loîn les combinaisons des 
nombres. Les emblèmes dont il enveloppoit sa philoso- 
phie lui ont fait attribuer des systèmes extraordinaires, 
qu'on a de la peine à regarder comme les productions 
d'un aussi grand génie. Il ne lient pas à quelques écri- 
vains, qu'on ne le mette à I;i tête des inventeurs de l'an^ 

(0 8lo am av. J. C. (a) 600 ansav. J.C. (3) 5goaiis av. J 
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cîeane cabale. A les en croire, Pytbagore attachoît plu- 
sieurs vertus rpystérieuses à certains nombres : il ne 
juroit que par le nombre quatre , qu'il appeloit le nom- 
bre par excellence , le nombre des nombres, et le sym- 
bole de la divinité; il trouvoit aussi dans le nombre 
Uqis plusieurs propriétés ^Merveilleuses; il disoit qu'un 
bomme parfaitement instruit dans l'arithmétique pos- 
séderoit le souverain bonheur , etc. Mais quand on lui 
auroit entendu avancer de telles propositions, faudroit- 
îl les prendre strictement dans le sens littéral? N'est- il 
pas plus vraisemblable, ou qu'on a niai rapporté ses 
paroles, ou qu'elles renfermoient des allégories dont 
Je vrai sens est demeuré inconnu? Cette conjecture 
paroi t d'autant mieux fondée que , selon d'autres au- 
teurs, Pythagore n'ayant jamais rien écrit sur les dif- 
férents objets de la philosophie, sa doctrine se conserva 
pendant longtemps seulement dans sa famille et parnai 
§es disciples , mais que dans la suite Platon et d'autres 
philosophes, d'après une tradition vague et confuse, la 
déveIo|)përent et la corrompirent. Je n'insisterai pas sur 
cette ténébreuse question, qui nç présente d'ailleurs 
maintenant aucun objet d'intérêt. De toutes les décou- 
vertes vraies ou prétendues de Pythagore sur les nom- 
bres , le temps n'a respecté que sa table de multiplication. 

11 paroît que jusqu'au siècle de Diophante (i) , l'arith- 
métique des anciens ne comprenoit que les quatre règles 
ordinaires, et l'extraction des i^cines quarrée et cube. 
Mais ce mathématicien, l'un des plus illustres que l'é- 
cole d'Alexandrie ait produits , inventa une nouvelle 
classe de problêmes arithmétiques, qui non-seulement 
enrichirent alors la science des nombres, mais qui ont 
préparé de loin la découverte de l'algèbre. 

Le moyen le plus simple de donner ici une idée gé- 

(i) On conjecture que Diophante fleurissolt vers l'an 3So de J. C. 
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oérale de ces problèmes , qui méritent Tort d'être con*J 
nus, est de rapporter les énoncés de qnciques-uns; 
les prends au hasard : Paringer un nombre donné l 
àeitw autres donJ la différence soit donnée j TrotiveS'M 
dettar nombres dont la raison arithmétique et la raison ' 
géométrique soient données ; Trouver deux nombres 
tels que leur somme ait un rapport donné à la somme 
de leurs qriarrés j Partager un quarré donné en deux 
avtres quarrés } Trouver trois nombres , tels qu'en re- 
tranchant le quatre de chacun d'eux de leur somme 
totale, chaque reste soit un quarré s Partager un nom- 
bre donné en deux cubes dont la somme des racines 
soit donnée } Trouver trois nombres en progression 
géométrique ^ tels que j retranchant de chacun d'eux 
un nombre donné , le reste soif un quarré. Si on a|>- 
plique à ces problèmes les mélliodes algébriques qui 
sont aujourd'hui en notre pouvoir, on verra que tes 
uns mènent à des équations déicrminéès , les autres à 
des équations indéterminées. Ceux de la première es- 
pèce n'ont aucune difficulté qui leur soit propre; ceux 
de la seconde , quand on veut les résoudre en nombres 
ralionnels, demandent plusieurs artifices pariicuiiers de 
calcul. Diophante montre la plus grande .sagacité dans 
toutes ces recherches : ses moyens ont de la ressem- 
blance avec ceux que l'algèbre nous fournit pour la ré- 
solution des équations des deux premiers degrés. Cette 
conformité l'a fait regarder comme le premier inven- 
teur de Valgèbre. Il avoît écrit treize livres d'arilhmé- 
lifUiesnrcesmalîëres ; nous n'avons que le sixprcmiers. 

Diophanle a eu une foule de savants interprètes. De 
ce nombre ftit d'abord la célèbre Hvpatia(0, malheu- 
reuse victime du fanatisme monacal. Son père, le phi- 
losopheTliéon, avoit pris un tel soin de l'instruire» qu'elle 
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fut choisie, tres-jeune encore, pour enseigner les ma- 
thématiques dans l'école d'Alexandrie. Tous les histo- 
riens s'accordent à ^dire qu'aux grâces de la figure, 
Hypatia joignoit une rare modestie, des mœurs pures, 
et une prudence consommée. Ces avantages lui don- 
Èërent une grande considération à Alexandrie, et sur- 
tout auprès d'Oreste, gouverneur de cette ville. De 
misérables disputes théologîques ayant fait naître une 
cruelle dissension entre Oreste et saint Cyrille, les 
moines de la faction de i'/zZ/z^ Cyrille excitèrent le peuple 
à massacrer Hypatia, en la peignant comme l'auteur 
des troubles, par les conseils qu'elle donnoit au gcïu- 
verneur. Cette action y dit l'historien Socrate, attira un 
grand reproche à Cyrille et à V église d* Alexandrie } 
car ces violences sont tout- à -fait éloignées du chris- 
tianisme (i). 

Il seroit trop long de citer tous les commentateurs 
de Diophante : je me contenterai d'ajouter que, parmi 
les modernes, Bachet de Méziriac, Fermât, Frénicle 
de Bessy, Prestet, Billy, Maclaurin, Euler, etc., ont 
cultivé et perfectionné cette partie de l'analyse. Elle 
méritoit en effet cet honneur, non -seulement parce 
qu'elle est curieuse en elle-même, mais encore parce 
qu'elle est utile dans Palgèbre et dans le calcul inté- 
gral, pour transformer dans plusieurs cas des quantités 
radicales en d'autres purement rationnelles. 

Les mathématiques fleurissoient toujours en Grèce, 
et principalement dans l'école d'Alexandrie, lorsqu'un 
peu avant le milieu du vu.* siècle (2) il s'éleva contre 
elles une affreuse tempête qui les menaçoit d'une ruine 
totale dans ces climats. Pleins de l'enthousiasme que 
leur inspiroit une religion guerrière, les successeurs de 
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- (i) Fleury , hist. eccl. tome v, in-12 , page 414. 

^ (2) An de J, C. 638. 
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Maiiomet ravagèrent )a vaste étendue de pays compris 
depuis le fond de TOrient jusques à la partie méridio- 
nale de l'Europe, Les artistes et les sayaols , rassemblés 
de toutes paris au musée d'Alexandrie , furent chassés 
honteusement. Quelques-uns devinrent les victimes de 
la violence des conquérants; les autres allèrent traîner J 
àaus les pays éloif^nés les restes d'une vie languissante. I 
On détruisit les lieuxetlesinslrumenlsqui ayoient servi 1 
à faire une immense quantité d'observations astrono- 
miques. Enfin ce précieux dépôt des connoissmices Im- 
maines, la bibliolhcqne des rois d'Egypte, qui a voit déjà 
souflert un Incendie sous Jules César, fut entièrement 
livrée aux flammes par les Arabes : le calife Omar or- 
donna qu'on brûlât tous ces livres, parceqne, disoit-il, 
s'ils sont conformes à l'alcorartj ils sont inutiles j et 
s'ils jr sont contraires , Us doivent être abhorrés et 
anéantis. Kaîsonnement bien digne d'un brigand fa- 
natique ! 

1\ semblait que le sort des sciences, attaquées et dé- 
Iniites dans le centre de leur empire, était absolument 
désespéré. Mais cette mémo vicissitude qui produit tant 
demalbeurs et tant de crimes, amène aussi quelquefois 
des révolutions avantageuses au genre humain. Tel fut 
le cbangement qui se fit bientôt dans les mœurs des 
Arabes. Ces peuples , comme tous ceux de l'Orient , 
avoient eu autrefois quelques notions des sciences, et 
principalement de l'astronomie. Si le fanalisme d'une 
religion sanguinaire étouiïa d'abord ces germes pré- 
cieux, il n'entlesséclia pas entièrement les lacines. Lors- 
que ces différentes nations furent lasses de s'exterminer 
mutuel/ement, leur férocité s'adoucît, et le loisir de la 
paix rappela l'esprit actif des Arabes à des objets plus 
réels et plus agréables que les disputes sur les dogmes 
del'alcorau. A peine s'étoit-il écoulé un siècle et demi 
depuis la mort de Mahomet, qu'ils commencèrent^ 
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cultiver eux-mêmes les arts et les sciences qu'ils avoîent 
voulu proscrire. Ils eurent bientôt des poètes, des ora- 
teurs, des mathématiciens, etc. On compte dans ce 
nombre plusieurs califes ciiez les Arabes, et ensuite 
plusieurs empereurs chez les Persans, quand ce dernier 
peuple se tut séparé du premier. 

On doit aux Arabes la découverte à jamais mémo- 
rable de notre numéiation arithmétique. J'ai déjà re- 
marqué que les anciens peuples l'aisoient servir les let' 
très de leur alphabet à représenter les nombres, et que 
cette notation avoit des inconvénients. Les Arabes in- 
ventèrent des caractères particuliers, appelés chiffres, 
-pour exprimer les nombres , et ils établirent la conven- 
tion qu'un même chitf're représenteroit des unités, des 
dixaines, des centaines, etc., selon la place qu'on lui 
feroit occuper. Ce système ingénieux a tous les avan- 
tages qu'on pouvoit désirer : il réunit la clarté à la pré- 
cision : un nombre immense par la mullitude de ses 
unités, se peint auxyeux et à l'esprit dans un très-jietit 
espace. On prétend que les Arabes tenoient ceite idée 
des Indiens. C'est un point de critique que je n'entre- 
prendrai pas de discuter. Quelque opinion qu'on adopte, 
if est certain que les Arabes sont ici nos bienlaiteurs 
immédiats. Le célèbre Gerbert, qui fut dans la suite 
pape sous le nom de Sylvestre II, alla puiser l'arithmé- 
tique eu Espagne, où les Arabes dominoient alors; et 
il la répandit dans le reste de l'Europe yei-s l'an 960. 
Quant à la figme particulière des chiffres, elle a subi 
quelques chaagemeots: celle que nous employons au- 
jourd'hui ne s'est introduite d'une manière invariable 
que sur la fin du xiu* siècle. 

Nous trouvons chez les Grecs modernes quelques 
étincelles du génie qui avoit animé Archimède, Apol- 
lonius, Diophante, etc. Ils inventèrent les quarrés ma- 
giques vers le milieu du XV .° siècle, et c'est à Mosco- 
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pofe qu'on en atltibue les premières notions, Ceitc 
épitlicté de magujue est donnée à un qiiarré divisé en 
cellules égales et (|uari'ée8, dans lejMiucIles on insf-rit 
les ternnes d'une progression aridimétiqiie, de telle 
Sorte qn'eti les ajoutant ensemble suivant les bandes 
verticales ou horizontales , et suivant les diagonales du 
quarré, on ail constamment la même somme. On s'est 

• exercé pendant longtemps à ces problêmes, et on les 
a variés de plusieurs manières. Mais, comme ils for-« 
ment ime classe absolument isolée et inutile dans l'u- | 
sage, ils ont perdu l'attrait (pie la nouveauté, jointe a« ' 
mérite de la difficulté vaincue, avoit pu leur donner. 

En 1614, le baron de Neper, écossois, fit l'impor- 
lanle découverte des logarithmes, qui mettent dans les 
calculs uumériques des abréviations auxquelles l'astro- 
"Bomie doit en partie ses progrès. 11 arriva à cette dé- 
couverte en considéiant la correspondance qui règne 
entre la progression arithmétique et la progression géo- 
métrique : il forma le projet de construire sur ce prin- 
cipe des tables qui dévoient réduire les multiplications 
et les divisions à de simples additions ou soustractions ; 
et il avoit déjà commencé à les calculer, lorsqu'il fut 
enlevé par la mort. Henri Biigge et Adrien Vlacq re- 
prirent ce travail sous une forme un peu différente; 
et ils publièrent enfin les tables de logarithmes qu'on 
emploie aujourd'hui. Plusieurs auteurs les ont fait réim- 
pritner aVec des additions et des changements qui ne 
touchent point au forid du système, et qui tendent seule- 
ment à faciliter les usages auxquels elles sont destinées. 
Le sièc/e passé vit naître encore plusieurs théories 
qui concernent les propriétés des nombres. Le lord 
Rrountér inventa lés Iractioiis continues, qui lui ser- 
virent à trouver le r;i.p|3ort irès-approclié de la circon- 

fféreoce du cercle" ait diamètre. Huguens employa le 
iiénie mo^en d^âsle calcul d'une machine destinée^ 
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représenter les mouvemenis de notre système plane'- 
taire. Mercator et Waltis imiigriièrent plusieurs suites 
de nombres d'une espèce nouvelle. Toutes ces recher- 
clies et d'autres semblables ont pris leur orifrine dans 
la considération des nombres; mais la plupart doivent 
leur accroissement à l'algèbre. 

Origine et progrès de l'algèbre. 

Quelque s^'stême d'arithmétique qu'on adopte, lors- 
que la notation des nombres est une fois fixée, les mê- 
mes caractères écrits de la même manière expriment 
toujours un même nombre. D'où l'on voit que si, après 
avoir résolu une question nvimétique, il s'agit d'en ré- 
soudre une autre toute pareille, et ditKrenie seulement 
par renoncé des termes, il faut commencer une nou- 
velle opération. Les nombres qui remplissent les con- 
ditions du premiei- problême ont les propriétés indivi- 

-duelles qui dérivent de sa nature , et ils ne peuvent pas 
être appliqués au second. Mais ti les résultats sont dit- 

.férents, les procédés du calcul sont d'ailleurs les mêmes 
dans les deux cas. De là naît une rétiexion. Ne seroit-il 
pas possible de renfermer dans une même formule, ou 
dans une même expression générale, toute la suite des 

■calculs que demandent les problêmes d'un même genre, 

-de telle manière qu'on en pût tirer , par de simples tra- 
ductions ou substitutions numériques, la solution de 

■chaque problême particulier ? Ou a inventé cet art 
étonnant, et c'est l'objet de l'algèbre. 

Cette science, qu'on appelle aussi quelquefois «««Aj'.Fe 

J ou méthode de décomposition, compare donc ensemble 

• les grandeurs considérées dans l'état d'abstraction et de 

généralité; elle fait sur ces grandeurs les mêmes opé- 

■rations que l'arithmétique fait sur les nombres. Elle va 

lins loia encore : elle enchaîne, en quekjue sorte les 
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I tpaDlkés entre elles par des t'i|uations, sans (lîbtiD^iiwi 
Ijefi grandeurs qui sont coomics et données iinnH'diutM 
r. tneiit, d'avec celles qui sont inconuues. Par là elle prof 
cure l'avanlaf^e de trouver par de simples opLTati(»ns 
decacul, et saos que l'esprit soit faiiguéje rapport des 
quantités inconnues avec cel les qui sont données. Quel- 
ques auteurs appellent l'algèbre i'ajîl/iméfi/jue nniver" 
selle. Les résultats de ses (brmules contiennent en eJIet 
des calculs numériques indiqués de la manière la pli 
simple et la plus abrégée dont ils puissent être suscej 
tibles dans cet état de généralité. 

Les premières notions de l'algèbre, qu'on trouve dans 

Dîophante, turent développées par les Arabes; et dès 

lors cette science commença à prendre un corps dis- 

tlncf. ils lui donnèrent le nom qu'elle porte : on O^J 

CDnooît pas bien exactement l'étendue des progrès qu'iln 

y avoient faits; mais on croit qu'ils éloient jiarvcnus juSf^ 

qu'à résoudre quelques cas particuliers des équations 1 

du troisième et du quatrième degré. , | 

Vossius raconte que, vers l'an 1400, un certain Léo- j 

nard de Pise voyagea en Arabie, d'où il rapporta Is^J 

connoissance de l'algèbre qu'il répandit en Italie. J{9 

avoit même écrit sur cette science un ouvrage qui esfl 

perdu. Le premier traité d'algèbre qui ait paru en Ëu^ 

rope est celui deLucasdeBurgo, sons ce titre : Srimmàm 

aiillimedca et geomelrica. Il fut imprimé pour la pre«a 

mière fois en 1494) et pour la seconde en i5a3. La v^m 

solution des équations n'y est poussée que jusqu'au ssm 

cond degré. On prétend que Lucas de Burgo n'a p^l 

été aussi Join que les Arabes et Léonard de Pise. . , 

, L'algètre s'accrut rapidement en Europe, dans |q M 

I XV!.* sièc/e. Tartaglia, Scipio Ferrel, Cardan, tous Itai< 

L liens, en s'exerçant sur divers problèmes du troisièraa 1 

fcjdegré , parvinrent à la résolution générale des équa-iJ 

Kions qtii s'y rapportent, II paroît que Tartaglia eut 1^ J 
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plus grande part à l'invention. Cette théorie est expli- 
quée dans l'ouvrage de Cardan, t|ui a pour titre : De 
arte magna ^ et publié en 1Ô45. Les formules de cet 
auteur, les seules qu'on ait pu trouver jusqu'à présent 
pour représenter les racines d'une équation du troisième 
degré, renferment un cas qui est devenu la torture de 
tous les anal_ystes, et qu'on appelle par celte raison cas 
irréductible. Dans les équations qu'il embrarse, l'ex- 
pression des racines est composée de plusieurs parties 
dont les unes sont i-éclles, les autres imaginaires. Car- 
dan n'osa rien prononcer sur la nature de ces racines, 
fiaphaël Bombelli Kt voir le premier dans son Algèbre, 
qui parut en iSgS, qu'elles formoient un résultat réel. 
Cette proposition étoit d'abord un vrai paradoxe; mais 
le paradoxe disparut lorsqu'on vit, par la démonstra- 
tion de Bombelli , que les parties imaginaires de la 
racine dévoient se détruire mutuellement par l'opposi- 
tion des signes, et qu'il ne resteroît de tout l'assem- 
blage qu'une quantité réelle. Quelques eiîbris qu'on ait 
iails depuis ce temps -là pour obtenir diredement la 
racine sous une forme débarrassée d'imaginaires, on 
n'a pas encore pu y parvenir. Mais du moins on la 
irouve d'une manière approchée etsuffisammentexacle 
pour la pratique. 

Les équations du quatrième degré furent résolues 
peu de temps après celles du troisième. Scifiio Fcrrei , 
et Louis Ferrari , disciple de Tarlaglia, donnèrent pour 
cela, chacun de son côté, une méthode très -ingénieuse. 
Elle consiste à disposer les termes de l'équation de ma- 
nière qu'en ajoutant à chaque membre une même quan- 
tité, les deux membres puissent se résoudre par la mé- 
thode du second degré. De là résulte, pour déterminer 
la quantité ajoutée, une équation de condition qui se 
rajiporte au troisième degré. Ainsi la solution roriiplète 
du quatrième degré est liée aycc celle du troisième, et 
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la dlHicnhé du cas irréductible etit eommuDe à l'une < 
i i'autre. 
_ On essaya d'étendre les méthodes pour le (roisièra 
Ifet le quatrième de^ré aux équations des dej^ri's sup' 
■rieurs ; mais cette tentative n'eut pas tout le succès t 
^u'on espéroit ; elle ne réussit que pour des classes d'é- ' 
quaiioQS renfermées dans des limites assez étniites. 

Vie(e(i), matliéinalicien français, cunttinporain de 
Boiiiljelli, introduisit dans l'algèbre l'usage des k-lli-eO 
de l'alphabet, pour représenter toutes sorles de qtiart' 
lilés connues ou inconnues; et par là il <Ionua aux fnrJ J 
mules algébriques une généralité ijui est leur plus pré*"l 
cîeux avantage. C'étoit un défaut dans l'ariibrnétii|UÔ j 
d'exprimer les nombres par des lettres ; nous en avonift 
dit la raison. 11 en est tout autrement clans l'algèl) 
parce qu'ici une lettre n'vu pas emplo\ ée à représenta 
une même grandeur individuelle et absolue; elle re"" 
présente une certaine quantité coiinidérce en général} 
et un même calcul résout toulec les tpiestions d'une ^ 
même classe. Avant notre auteur on ne ronsidéroit que ^m 
des équations numériques, et on représentoit l'incoii*^H 
nue seulement par une lettre ou par un raracière paiJ 
ticulier. Il est vrai qu'ensuite la méthode appliquée à 
une équation, pouvoït être appliquée également aune 
autre équation semblable; mais il étoit à désirer que 
tontes les équations particulières d'un même ordre nS ■ 
fussent que des morlificaiions d'une même formule gé^j 
nérale. (\\nsi la notation de Viete changea entièrementj 
à eet égard la Face de l'algèbre. 11 n'en demeura pas làl* 
Il apprit â taire sur les équations ])!usieurs opératioitf 1 
préliminaires qui facilitent les moyens de les résoudre y a 
par exemple , il enseigna à chasser le second terme d'une" i 
équation, à multiplier ou à diviser sea racines ]>ar des' ' 
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Dombres quelconques, etc. Il finit par donner une nou- 
velle mélliode pour résoudre les équations diHroIsième 
el (lu (jiiflttiètnc degré. 

Les Anglais Hient, peu après Viete, des dcroiiver- 
tes iuléressantes dans i'algèbie. Harriot rassembla tout 
ce qui avoit été crrit sur cette science , el y ajouta plu- 
sieurs clioses de son propre Ibnds. II est le premier qui 
ait imaginé de mctu-e tous les termes d'une équation 
d'un même côté. Cette idée tut la source de quelques 
tliéorcmes très-rem a rquabies et très-uiiies. On vit par 
là (pie le coë/ficient du second terme d'une équation 
est la somme de ses racines prises avec des signes con- 
traires; que le coefficient du troisième est le produit 
des racines prises deux à deux, etc., et qu'enfin le der- 
nier terme est le produit de tuules les racines prises 
avec des signes conuaires. On doit à ces tliéorêmes 
d'Harriot la résolution complète de plusieurs équa- 
tions particulières. 

I-eplusgi'and promoteur de l'algèbre, vers le milieu 
du dernier siècle, est le fameux Descartes (^i), génife 
vaste et hardi , qui fait époque dans l'IiLstoire de l'esprit 
liuniain. On lui a reproché d'avoir sacrifié, dans un âge 
mûr ou il devoit être détrompé des illusions, son repos 
et sa vie à la vaine curiosité d'une princesse, qui l'ap- 
j)ela sous un ciel rigoureux pour s'insirnire avec lui, 
et qui n'en devint ni plus savante ni meilleure. Mais la 
postérité a oublié la ibiblesse que Descaries eut d'être 
courtisan, et ne voit plus en lui que le bienfaiteur de 
la philosophie. Il mérita en ellet ce titre. Il brisa les 
autels que la superstition et l'ignorance avoieai élevés 
à Aristote; il apprit aux hommes, dans sa Mé/hode , 
l'art de chercher la vérité; il joignit l'exemjde au pré- 
cepte daus sa Géomcirie et dans sa Dloptri^ue. La gloue 

(0 Né 
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quT/a acquise comme malliémalicîen ne pi^rfra jamais, 
parce que les vérités f|u'il a dt-couvertcs sout de ton* 
les temps; niaîà ija ne peut pas dissimuler (pie la plu- 
part lie ses systèmes pl)îlt)so|)lii()ues, eiilâiiléH [iftr l'ima- 
giaation et cuolreditiipar U nsture, ont d^ja disparu, et 
n'ont pro<luit d'autre avantage que d'alwlir la t^iaimie 
du pêripaiétisme. L.'al{i;cbie est redevable à Descartes 
de pliLsietirs remartpies importantes sur la nature des 
éijuatioos. et de ringéoieupe mélliode des iiidétcrmi- 
Dees. On ne connoissoit pas avant lui l'iisaj^e des racine» 
négatives, et od les rejetoit comme inutiles; il fit voir 
qu'elles étoient tout aussi réelles c|t]c les racines posi- 
tives, et que la seule distinction qu'on devoit mettro 
entre les uoes et les autres ne dépendoit que de la ma* 
mère d'envisager les qnaïuités dont elles étoient les 
expressions. II a|)prJL à connoître, dans une équation 
qui ne contient que des racines réelles, le nombre des 
racines positives et celui des négatives, par la combi- 
naison des signes qui précèdent les termes de Téqualion. 
La règle qu'il propose pour cela fut d'abord vivement 
attaquée; mais elle est aujourd'lmi Iiors d'atteinte par 
la démoiistralion générale qne l'abbé de Gua en adon- 
née (i). Descartes explique sa méthode des indétermi- 
nées sur les équations du quatrième tiegi é. 11 feint que 
lequâtion générale de ce degré est le produit de deux 
^ualions du second, qu'il atlècle de coefficients indé- 
terminés; et, par la comparaison des ternies de ce pro- 
duit avec ceux de l'équation proposée , Il obtient les va- 
leurs des coëfliclenis Inconnus. Les usages de cette 
méthode dans toutes les parties des matliématiques sont 
innorabrab/es. 

Je ne ferai point Ici menlion de plusieurs savants 
algébristes qui peu de temps après la mort de Descaries 

C') Mém. de l'acad. . 
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tclairci'iTnt et même peif'eclioBiièrent ses mélhotles; 
Mais on doit distinguer dans ce nombre le célèbre 
Hudde, bourgniestie d'Amsterdam, parce qu'il trouva 
un très- beau tliéorême concernant les équations qui 
contiennent des racines égales. Il fit voir c|ue si l'on 
multiplie les termes d'une équation de celle espèce par 
ceux d'une progression arithmétique, la somme des 
produits est égale à zéro, et qu'elle forme une nou- 
velle équation, qui contient, à l'exception d'une, les 
racines égales de l'équation projjosée. Il Fonda sur celle 
propriété une règle fort simjile pour découvrir le plus 
grand ou le moindre accroissement auquel une quan- 
tité variable peut parvenir. 

Tous les esprits étoient en mouvement au temps dont 
Je parle; les sciences marclioient d'un pas égal en se 
prêtant des secours mutuels. Il ne se passait pas de jauv 
que l'algèbre ne s'enrichît de quelque nouveauté, ou 
qu'on ne l'appliquât à d'importants usages. Wallis subs- 
titua les exposants fractionnaires à la place des signes 
radicaux, ce qui facilite et abrège les opérations dans 
plusiem^s cas, Huguens, Barrow , et d'autres raatlié* 
maticiens, résolurent par le calcul algébrique des pro- 
blèmes que les anciens n'auroient ]Jas soupçonné qu'un 
pût attaquer avec une apparence de succès. 

Malgré tant d'efforts et de découvertes, il restok 
toujours un écueil où la sagacité des algêbristes venoit 
échouer, c'éloit la résolution complète des équations. 
Kevvton(i)!acherchalongIemp8:il ne la trouva point, 
mais il recula d'ailleurs considérablement les bornes de 
l'algèbre. Il donna une méthode pour décomposer, lois- 
que la chose est possible, une équation en facteurs 
commcnsurables : méthode qui s'étend à tous les degrés, 
et dont la pratique est aussi simple qu'on puisse le desi- 

(i) Né t 
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w; il somma les puissances quelconques des racines 
'une équation ; la tliéorîe de l'éliniinalion lui doit soà 
riiçineet ses progrès les plus marqués; il enseigna l'art* 
îextraire, s'il^ a lieu, lesracines des quantités eo nartioP 
pnimensurables, en partie incommensurables; il i 
enta ua f^enre de suites infinies, dont il se servît poiâ 
tonver d'une manière ap|trocliée les racines des équ* 
ions numériques et littérales de tous les dejïrés : m^ 
ihode qui suppiéoît presque entièrement au détaut d'uod 
jésolution coiTipiète et rij^oureuse. 
, Ou sent que, dans certe multitude de découverteè^ 
il^ébrkiues de Newton, il devoit s'en trouver néces- 
Kiivement qui avoient besoin d'être développées et per- 
fectionnées. Elles le furent par Halle^», MaclauriDj™ 
^"icole, Sfirling, Euler, Clairaut, etc. Ifl 

La théorie des suites comprend plusieurs branchaJPI 
Toutes ont été cultivées avec succès , et depuis plus dé 
cent ans on ne cesse d'en faire les plus profondes ajjplî- 
cations. Jacques Dernoulli , Tajflor, Nicole , Stirlin^ , 
Maclaurin, Euler , Lambert, etc. se sont le plus distin- 
gués daos ces recherches. Il y a environ quatre-vingts 
ans que les suites récurrentes se présentèrent pour la 
première fois à Moîvre , à l'occasion de quelques pro- 
blèmes relatifs aux jeux de hasard. Mais c'est entre les 
^ains de Daniel Beruoulli, d'EuIer, et du P. RIccati, 
qu'avec le simple secours de l'algèbre ordinaire, cette 
théoiie s'est accrue et généralisée : elle a fait clans la 
suite de nouveaux [irogrèspar le moyen ÔMcalculaux 
dij/êrences Jinies. 

On a encore tenté de notre temps la résolution géné- 
rale des équations de tous les degrés. Mais , quoique les 
géomètres célèbres qui se sont occupés de ce problème 
aient fait des observations nouvelles sur la nature des 
équations et sur la forme de leurs racines, ils n'ont 
ÎDt résolu complètement le cinquième degré ni aucua 
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des degrés supérieurs. La nature de ce discours ne me 
permet pas d'exposer leurs travaux et les connoissances 
qu'ils ont ajoutées à l'algèbre. Une discussion appro- 
fondie et molîvée dcmandcroit une longue analyse de 
plusieurs ouvrages chargés de calculs; et un simple 
jugement dénué de cet appui m'exposeroit ail danger 
de blesser, sans le vouloir, les droits de quelques-uns 
des véiitables inventeurs. 

J'ai fait en sorte de rassembler dans ce volume à 
peu près tout ce qu'il y a de plus important et de plus 
nécessaire à savoir de l'arillimétique et de l'algèbre. 
On a pu remarquer, dans les diftérentes éditions qui 
ont déjà paru de ces traités, les soins que je me suis 
donnés successivement pour les améliorer: celle -cî 
fournira à cet égard une nouvelle preuve du dcsir que 
j'ai de mériter de plus en plus les bontés du public. J'aî 
ajouté en particulier dans l'aritiimétique l'explication 
des nouvelles mesures, suivant le système métrique. 

Qu'on me permette encore un mot. Il m'est revenu 
indirectement que certains auteurs , qui ont écrit long- 
temps après moi , et à qui peut-être même la lecture 
de mes traités n'a pas été inutile, chercbent à les dé- 
primer. Je leur abandonne sans peine ce triste niojen 
(si c'en est un) de faire valoir leurs propres ouvrages : 
loin d'imiter un tel exemple , je serai constamment juste 
envers eux, et je ne crains point qu'on nx'applique ja- 
mais cette maxime de Tacite , fondée sur une profonde 
connoissance du cœur humain : Propn'pm humant 
ingenii est udisse fjuem lœseris. (Vit. Agrîc. XLil.) 
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NOTIONS GENERALES. 



jES Maldématiques ont en géotJra! pour objet îa 
lesure tle la grandeur. 

On a^TpcWe grandeur ou quantité , tout être snscep 
tible d'augmentation ou de diminution : tels sont lej 
nombres, ies lignes, les surfaces, les temps, les vîtea( 
!S, /es poids, etc. Chaque espèce de grandeur as" 
mité paiticuliêi-e qu'on choisit arbitrairement, ou qu'a 
'usage détermine. Ainsi, par exemple, si dans les nae^ 
iures gyogiapluques l'on prenil la lieue pour unité ■■l 
trette unité ou échelle, réjîétée convenablement, soie 
en totalité, soit partiellement, servira à évaluer les 
distances qu^ se trouvent entre les villes et les autres 
points remarquables placés sur la surface de la terre, 
I I I. 
La quantité, quelque soit son état actuel, étant tou- 
tjours susceptible d'augmentation oudediminution, rien 
e borne le degré d'accroissement ou de décroissement 
lasquel elle peut parvenir. Sr elle demeure dans des li- 
Imiles que l'esprit puisse saisir et assigner, elle e?,ijiniej 
loiais si elle augmente ou diminue jusqu'à devenir plus 
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grande ou plus petite que toute quantité finie détermî- 
nable, elle est infinie ou infiniment petite. 

Une quantité qui n'a pa^ de mesure fixe et déter- 
minée, s'appelle quantité ou grandeur indéfinie. 

I Vi 

On divise toutes les sciences mathématiques, en'7w/z- 
thématiijues pures et mathématique^ rhixtes. 

Les mathématiques pures considèrent la grandeur en 
elle-même, oXi simplement comme grandeur, et abs- 
traction faite des corps auxquels elle peut être attachée, 
soit comme substance, soit comme modification: elles 
comprennent l'arithmétique, l'algèbre, la géométrie, 
le calcul différentiel et le calcul intégral. 

Les mathématiques mixtes empruntent de la phy- 
sique> ou de l'essence de la matière, quelque propriété 
primordiale, d'où elles tirent, à l'aide des mathéma- 
tiques pures , toutes les autres propriétés qui se rap- 
portent au sujet dont elles traitent : cette classe com- 
I)rend la mécanique, l'hydrodynamique, l'astronomie, 
'optique et l'acoustique. 

On donne les définitions de toutes ces sciences, à 
mesure qu'on en traite. 

V. 

Les propositions qui forment une partie quelconque 
des mathématiques, peuvent être comprises sous les 
iiomé A^ axiom.es, de théorèmes ^ àe problêmes , àe co* 
roîlaires y àé lemmes y de scholies y et de simples rc- 
màrqueSy sans compter les définitions ou explications 
des termes qu'on emploie, et les autres notions préli- 
minaires.. 

V I. 

XJAxioniè est une proposition évidente par elle- 
même, et qui n'a pas besoin de preuve. Ainsi les pro- 
positions stiivarites; le tout est plus grand qu'aune de 
ses parties i, si à des grandeurs égales on ajoute une 
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même grandeur^ les sommes qu on formera par ces 
additions seront égales^ sont des axiomes. 

V I I. 

Le Théorème est une proposition qu'on affirme, et 
dont la vérité a besoin d'être démontrée. Ainsi, quand 
je dis la somme des trois angles d'un triangle quel'- 
conque est égale à deux angles droits ^ je forme un 
théorème dont la géométrie démontre la vérité. 

VIII. 

Le Problême est une proposition dans laquelle il s'a- 
git de découvrir quelque vérité , ou d'exécuter quelque 
opération.' Ainsi ces propositions; mesurer la largeur 
d'une rivière j déterminer la hauteur dun nuage% sont 
des problèmes que la géométrie enseigne à résoudre, 

1 X. 

Le £^oro///?/re est uneconséquence d'une définition don* 
née, d'un théorème démontré, ou d'un problême résolu. 

X. 

ILeLemme est un théorème, ou un problême, qu'on 
ne démontre, ou ne résout, que pour servir de prépa- 
ration à un autre théorème tju problème. 

XI. 

Le Scholie ^ dans toute l'étendue de la signification 
qu'on lui attribue, est une réflexion ou une suite de 
réflexions, tendante à faire sentir l'utilité d^une propo- 
sition et les usages auxquels cette proposition peut être 
employée , ou bien à montrer l'accord de plusieurs pro- 
positions qu'on récapitule, et les conséquences qui en 
résuitenf. 

X I I. 

La Remarque est une espèce de scholie, dont l'objet 
se borne ordinairement à indiquer l'usage d'une propo- 
sition et à la faire bien comprendre , ou à rapprocher 
quelques vérités, ou à simplifier quelque opération de 
calcul, etc. 



AVERTISSEMENT. 

AIous distinguerons par numéros les propositions ou les articles 
d'un même traité ; et nous les rappellerons dans le besoin , en les 
citant entre deux parenthèses. Ainsi, -p^ exemple, cette cita- 
tion (4), veut dire que l*endrplt où elle se trouve est fondé sur 
Particle 4 qu'il faut relire ou avoir présent à l'esprit. Si dans un 
traité on est obligé de rappeler un article d'un autre traité, on 
écrit en abrégé le nom de ce dernier traité au devant du numéro 
de l'article dont on a besoin , et on enferme le tout entre deux 
parenthèses. Par exemple, cette citation ( Arith. 3^) signifie 
qu'on s'appuie sur l'article 84 de l'arithmétique : ainsi des au* 
très. 
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ARITHMÉTIQUE, 

CHAPITRE PREMIER. 
Principes généraux de la numération,. 



HMÊTiQTJEâstla scicDCe des iiombrcs. 



ï. J-i'ab 

a. On appelle nombre l'assemblage de plusieurs unîtéi, 
ou de plusieurs parties de Vunité; et on nomme unité ' 
quantiti: qui , parmi toutes celles d'une même espèc' 
forœe un faut qui en est regardé comme la base ou l'élé^; 
ment générateur. Ainsi, quand je dis une maison, ntt, 
franc , j'énonce des unités , dont la première est la chose 
nommée maison ; la seconde est la chose nommée Jranc 1 
mais quand Je dis quatre maisons, dix francs , trois quarU 
de Jranc ,''Ç énonce Aei noMire^j dont le premier est l'unité 
maison répétée quatre fois; le second est l'unité yro/ic 
répétée dix fais; le troisième est la quatrième partie de 
l'unité franc répétée trois fois. 

5, L'unité est, dans chaque formation particulière de 
nombres, une mesure prise arbitrairement ou établie pai' 
l'usage, II / a une grande diversité à cet égard parmi les 
différents peuples, et même quelquefois parmi le» peu- 
ples sou mis à un même gouvernement un peu étendu. Par 
exemple, dans les mesures de longueur, le pied de France 
n'est pas le même que celui d'Angleterre; l'aune n'est pas 
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la même dans toute Tétendue de la France. Mais , quand 
on est une fois convenu de Funité , dans les différentes 
espèces de qjaantités^ la comparaison de touslçs nombres 
avec leur unité se fera par les opérations que nous expli"* 
<queronsidans la suite. 

4* Les nombres formés par la répétition de Tunité en- 
tière , s'appellent nombres entiers , nombres incomplexes. 
Par exemple^ dix francs, trente maisons^ sont des nombres 
entiers où des nombres incomplexes : ceux qui sont forâ- 
mes par l'assemblage de plusieurs parties de Tunité^ s^a.^ 
^eWent nombres fractionnaires , ou simplement yrac^/o7i5, 
quelquefois nombres complexes dans le sens que j'expli- 
querai dans la suite* Je considère ici les nombres entiers 
ou incomplexes ; je traiterai séparément et en détail des 
nombres fractionnaires. 

5. On appelle en général calcul l'opération ou l'en- 
semble des opérations que l'on fait suivant les conditions 
d'une question^ pour déterminer les nombres qui en ré- 
sultent, comparativement à la grandeur qui est regardée 
comme l'unité.iDe là le mot calculer. Les règles pour cal- 
culer ou compter composent l'art de la numération. 

6. Lorsque l'unité désigne quelque espèce de chose en 
particulier, comme un homme, un franc, la collection 
de plusieurs de ces unités s'appelle un nombre concret. 
Ainsi dix hommes, trente francs , sont des nombres con- 
crets ; mais si l'unité ne désigne rien en particulier, et 
s'exprime simplement par un, ou par une fois , le nombre 
qui est formé de ces unités, s'appelle nombre abstrait. Par 
exemple, huit, dix fois, trente fois , sont des nombres 
abstraits. Il est évident que les nombres abstraits se com- 
parent à leur unité, comme les nombres concrets se com- 
parent à la leur : mais il n'est jamais permis ni possible de 
comparer un nombre abstrait avec un nombre concret, ni 
un nombre concret avec un autre nombre concret de dif- 
férente espèce ; car il ne peut exister de relations qu'entre 
des quantités de même nature. 
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7. Comme la suite des nombres, dans toute espèce do 
calcul, n'a point de fia; si chaque nombre particulier de- 
yoit ttre représenté par un signe ou un caractère parti- 
culier et individuel, il faudroit employer une iurinité dB.^B 
signes ; et bientôt la n^n^ration deviendroit impossiblej^^H 
par la diflîculté de retenir et de combiner des signes, ^^ 
aussitôt que leur nombre passe certaines bornes , sou- 
mises à la foiblesse des facultés humaines. Mais on a 
trouvé iieureusement l'art d'éviter cet inconvénient et de 
représenter tous les nombres possibles , par le moyen 
d'un petit nombre de caractères que l'on combine entre 
eux suivant dos lois qui ne fatiguent point notre mémoire 

et notre intelligence. Il existe à cet égard plusieurs sys- 
tèmes de numération, et on en pourroit imaginer une in- 
finité d'autres. Je vais exposer celui qui a été adopté 
presque généralement, dès la plus haute antiquité^ et ^ut^J 
est suivi aujourd'hui dans toute l'Europe. *^H 

8. Ce système est fondé sur deus principes de conven- "^ 
tîon : 1.° on représente un certain nombre de termes de 

la suite infinie des nombres, par des caractères particu- 
liers, appelés vulgairement chiJJ'ies ; a." on fait valoir 
ces chiffres, plus ou moins, par les différentes places 
Cfu'on leur fait occuper. Développons cette indication 
générale. 

9. Les neuf premiers nombres de la suite infinie sont 
exprimés chacun par un caractère ou chljfrc particulier et 
individuel, comme on le voit ici : 

A'o;ni..Dn,deu3i,trois,quatre, cinq, six, sept, huit, neuf. 
Chiffres ia3 456789. 

Au moyen de cette supposition, on compte depu 
qu'à neuf, sans aucun art. 

10. Pour compter au-delà de neuf, on emploie encore 
un caractère, savoir o (qui se prononce zéro), lequel n"a 
point de valeur par lui-même, mais dont la fonction est 
de faire changer de valeur aux chiffres signifie a t ifs , en 
cette sorte : 
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On. forme de la collectîon de dix unités simples une 
nouvelle unité que, par cette raison, on appelle dixaine, 
et on compte ces dixaiiiies avec les neuf chiffres signifi- 
catifs, proposés , depuis Vunité de dixaine jusqu'à neuf 
dixaines inclusivement ; mais coopae ces nouveaux nom- 
bres sont exprimés par les mêmes caractères que les neuf 
premiers de la suite infinie, on distingue les uns des autres 
par le moyen du zéro. Ainsi, pour exprimer une dixaine y 
on écrit lo, oii l'on voit que le zéro occupe la première 
place à droite , et qu'en faisant reculer le chiffre i , d'un 
rang vers la gauche , il donne à ce chiffre la valeur une 
dixaine, tandis que ce même chiffre ne représenteroit 
qu'une unité simple , s'il étoit isolé. 

De même, pour exprimer deux dixaines, on écrit 20; 
pour trois dixaines , on écrit 3o; ainsi de suite. Le zéro 
fait partout valoir le chiffre ^crit à sa gauche dix fois plus 
qu'il ne vaut dans sa signification primitive. 

Quant aux nombres compris entre dix et vingt, entre 
^infftet trente, entre trente et quarante, etc. ils s'expriment 
par deux chiffres, dont celui de la droite exprime les 
unités simples^ l'autre les dixaines. Par exemple, pour 
exprimer quarante -- cinq , on écrit 46; pour exprimer 
soixarue^quatre , on écrit 64. 

La table suivante contient la nomenclature en langue 
ordinaire, et la traduction en chiffres, pour les nombres 
depuis dix jusqu'à quatre-^ingt^dix-^neuf* Il seroit naturel 
qu'après avoir employéles mots trente , quarante, cinquante, 
soixante, on employât par analogie les mots septante , 
octante , npnante; mai«:ces derniers mots ont vieilli; et 
l'usage qui est le tyran des langues, veut qu'à leur place 
on dise aujourd'hui soixante-dix , quatre-vingt, quatre-^ 
vingt'dix* 
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■ 


KW5. 


ChifV, 


Noms. 


CliilT. 


Noms. 


Chifr. 




' «. 


,0 


Ouatanff... ;.. 


40 


Suixanie-dix 


70 


Oiiic 




Qu.raMt.-un... 


4> 


Soixame-onze. 


7' 




Douze 




Q<iari,na-dcux . 




Suixante-douze. .... 


7^ 




1 Treiie 




Oiiarantisrrois.. 


43 


Soixanle-irciM, . ,'. . 


73 




1 Qusionc . . 


14 


QuaranlP-quaite 


44 


5oixanIe^uatorEe ■ ■ . 


74 




QdoM.... 


t5 


Qu3ram<>^i,»,.. 


4^^ 


SoixaDte-quinzc .... 


7-5 




Sàze 




Quari.nrL-six.., 


46 


Soixante- seize 


76 




Dh-Kpi. . . . 


17 


Qiiaranti.-sept. , 


47 


Soixanle-dix-iept.. . 


77 




ni«-hoit 


tS 


Quaranie-huii.. 


48 


.Soixanre-dix-huil... 


78 




Dix-neuf . . . 


ig 


Quatanle-neuf. . 


49 


Soixauie-dix-neuf. . . 


79 




Vinp 


20 


Ci»Huante..... 


5o 


Quatre-ïinp 


bo 




Vmy-u„... 


21 


Ciuqujnie-uu... 


51 


Quarre-ïiiigl-un.... 


81 




Vmgi-dL-oK . 


31 


Ciiiqusntp-dcux . 


53 


Qualro-vingt^eux... 


Hz 




V7ng,-,«,k.. 


23 


Cinquante-troii , 


S'i 


Quatre-vingt-trois. . . 


»-i 




Viiigt-quaire 


^4 


Cinquante-quatre 


H 


Quatre-vingt-qflarre . 


84 


^B 


\ ii^l-f ("nq . . 


aà 


Cinquaiilc-eiini. . 


6i 


Quaire-vingt-cinq. . , 


B6 


: ^ 


Viiigtiix... 


26 


Cinquante-six.. . 


55 


Qnairc-viiigt-iix .... 


«6 




Vrngi-sepi.. 


37 


Cinquante-sfpi- . 


■•7 


Quaiir-vingt-M-pt... 


87 


^^1 


Vingt-huit. . 


aè 


Q'nquanie-lioii. . 


5S 


Quarre-viiigt-huil... 


K8 


> ^^1 


Vingt-nhif. . 


S9 


Cinquatitc-neur. 


59 


Quaire-vbgt-ncLf... 


89 


V 


Ttcnle 


3o 


Soixante 


60 


Quarre-vingi-dix... . 


90 




Tretne-uQ . . 


3i 


SoixanlL-un.. , . 


61 


Quatrc-vingt-unïc . , 


9» 




Trcnle^uji. 


3a 


Soixante-deux . . 


62 


Quatre-vingt-douze. . 


93 




Trrtile-trois. 


33 


SoiJ;ante-tr(ii5 , . 


63 


Qiwtre-vinel-lreiw. . 


y3 




Treaic-qaatrr 


34" 


Soixante-quatre . 


64 


Quatre- vîiigi-qu a 1 1 î'" 


94 




Trente-cinq . 


3ii 


Soixante-cinq . . 


65 


Quatre-vingt-quinze. 


95 




Trente-six . . 


36 


Soixaute-six . . . 


66 


QuBtre-viuei'M^ze.. 


96 


"fl 


1reoti-sepi.. 


3? 


Soixante-sept. . , 


67 


Quatrc-viiigl-dil-scpt. 


97 


V 


Tfciile-huil . 


3H 


Soixan(c-hui(.. , 


68 


( Juatie-vingt-dix-huîl . 


98 


V 


Trcalc-m^iS . 


39 


Suixante-neuf . . 


69 


Qualre-iitigt-dix-ncuf. 


99 




11. De la méi 


ne manière qu'on a formé de dk imité 




simples une dix 


lue, on forme de dîa: dixaines une nou- 


Yelle unité qii'o 


n appelle cemaine; et au moyen de ces 


nouvelles unités 


, qui s'expriment toujours par les carac- 


tères proposés. 


on compte depuis cenf jusqu'à neuf cent 


tpiatre^ingt-dix 


-neuf, en faisant occuper aux centaines la 


troisième place â 


gauchi.-. Ainsi, pour exprimer une cen- 


LliBin*, on écrit 


00 î pour deux centaines, on écrit aooj '^H 


Bf our trois centa 

lia 


ineSi on écrit Sooj ainsi de suite. ^^H 
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Quant aux nombres compris entre cent et deux cents , 
tntr^iieux cents et trois cents • • • •; pour exprimer c^nt un, 
on écrit loi ; pour cent deux, on écrit 102 • • • • ; pour cent 
irais, on écrit io3 • • • • ; pour cent onze, on écrit 1 1 1 ; pour 
cent douze, on écrit 1 12; pour cent treize, on écrit 1 13 . • . ; 
pour cent vingt-un, on écrit 121; pour cent vingt-deux , 
on écrit 122 •• • . , etc. Nos lecteurs continueront d'eux- 
mêmes cette table , qui est de même nature que la pré-> 
cédente. Je suppose que Ton connoisse la nomenclature 
ordinaire des nombres^ qui est ^ en effet ^ familière à tout 
le monde* 

12. En formant pareillement de dix centaines une nou- 
velle unité ou un mille, et faisant occuper la quatrième 
place à gauche aux mille ^ on parviendra à compter de- 
puis l'unité jusqu'à neuf mille neuf cent é/uatre-vingt'-dix^ 
neuf; ainsi de suite, en continuant de former de nouvelles 
unités qui soient décuples des précédentes, et qui se re- 
culent toujours vers la gauche. Soit, par exemple , pro- 
posé d'exprimer le nombre quatre cent soixante-quatre 
mille neuf cent quarante-neuf, on l'écrira ainsi 464949- 

i3. Il suit de tout ce qui précède qu'à mesure qu'on re- 
oufe un chiffre vers la gauche, ce chiffre vaut dix fois, ou 
eent fois, ou mille fois, etc, davantage. Par exemple, le 
chiffre 5, pris ainsi tout seul, représente cinq unités; 
mais si on met un zéro à sa droite ou qu'on écrive 5o , il 
vaudra cinq dixaines ou cinquante unités ; s'il est accom- 
pagné de deux zéros ou qu'on ait 5oo , il vaudra cinq cenr- 
taines ou cinq cents unités ; ainsi de suite. Par la raison 
contraire un chiffre vaut dix fois, 100 fois, 1000 fois, etc. 
moins, à mesure qu'on l'avance d'un rang vers la droite» 

. 14. On voit encoure que si, parmi les caractères qui ex-^ 
prissent un nombre , it se trouve un ou plusieurs zéros, 
oeU signifie qu'il M'y a pas d'unités de l'ordre auquel ce$ 
zé?9s. répondent. Par exemple , dans le nombre 604 le 
^i^T!^ occupe la, place des dixaines qui manquent , et nç 
sert qu'A faire wgoi&er 4es cen^taines au chiffre 5 qui est à 
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gaucie* Le nombre dont il s'agit s'énonce donc ainsi ^ 
cinq cent quatre unités. Pareillement^ dans le nombre 
6007^ il n'y a ni centaines ni dixaines^ et il s'énonce 
ainsi ^ six mille sept unités. 

i5. Des mêmes principes suit la manière d'énoncer un 
nombre composé de tant de caractères qu'on voudra. 
Pour faciliter cet énoncé , on partage , en allant de 
droite à gauche , le iiombre proposé en tranches compo- 
sées cliacune d'un certain nombre de chiffres : ce nombt^ 
est arbitraire^ seulement il doit être petit pour soulager 
la mémoire ; l'usage est de ne pas donner plus de trois 
chiffres à chaque tranche : sur quoi il faut observer que 
la dernière tranche à gauche peut ne contenir que deux 
chiffres ou même qu'un seul chiffre. La première tran- 
che j en allant toujours de droite à gauche, s'appelle la 
tranche des unités , et contient des unités , des dixaines 
d'unités , et des centaines d'unités ; la seconde s'appelle 
la tranche des mille . et contient des unités de mille, des 
dixaines de mille, et des centaines de mille ; la troisième 
s'appelle la tranche des maillions, et contient des unités de 
millions, des dixaines de millions, et des centaines do 
millions, etc. Cela posé, on énonce les tranches , en allant 
de gauciie à droite , comme si chacune existoit seule ; mais 
à la fin de chaque énoncé on prononce le nom des unités 
de la tranche. Soit, pj^r exemple, à énoncer le nombre 
suivant 54346648964789. On peut l'écrire ainsi : 

S.^ tranc. 4.^ iranc. -3.* traDC. a.^ franc. i.^ iranc. 

54 345 =648 964 789 

trîiJions , billiuu^ ^ - mUlioDS , mille , uuités. 

Et alors on dira cinquante-quatre trillions, trois cent qua- 
rante-cinq billion^, six cent quarante-huit millions, neuf 
cent soixante-quatre mille, sept cent quatre-vingt-neuf 
unités. Dans la pratique on se contente de séparer les 
tranches les unes des autres par de petites barres verti- 
cales ; on n'écrit point les noms des tranches, la mémoire 
se charge de les retenir. Ainsi le nombre précédent s'écrit 
ainsi : 5413451648196417819^ et se prosionce comme on vient 
de voir. 
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Numération des parties décimales. 

16. JL'uwriTÉ simple ou principale qui sert d'échelle à la 
numération^ étant dans tous les cas une quantité arbi- , 
traire et susceptible d'augmentation ou de diminution ; 
de la même manière qu*en la décuplant continuelle- 
ment nous avons formé des dixaines , des centaines , des 
mille^ etc. qui composent une suite ascendante de droite 
à gauche , rien ne nous empêche de prendre la suite dans 
un ordre opposé^ et de former, en allant de gauche à 
âroite, une nouvelle suite d'unités qui soient continuel- 
lement sous-décuples, c'est-à-dire, la dixième, la ceji^ 
iième,lai millième, etc. partie de l'unité principale. Ces 
nouvelles unités s'appellent en général parties décimales. 

17. Pour distinguer les parties, décimales d'avec les 
unités principales , on écrit après celles-ci une virgule ; 
ensuite, après cette virgule, et allant de gauche adroite, 
on écrit les parties décimales. Suivant cet ordre, et les 
pajrtiçs décimales étant toujours prises comparativement 
à l'unité principale, le premier chiffre après la virgule 
exprime des dixièmes ; le second, des centièmes ; le troi- 
sième, des millièmes; le quatrième, des dix-millièmes ; 
ainsi de suite. Il en est donc des parties décimales comme 
des unités simples; à mesure qu'un chiffre avance d'un 
rang vers la droitje, il devient dix fois plus petit : et réci- 
proquement. Ainsi, dans le nombre 345,7, le chiffre 7 
^xpripcie sept dixièmes ; dans le nombre 346,07, le chiffre 
y exprime sept centièmes; dans le nombre 345,007, le 
chiffre 7 exprime sept millièmes, etc. On voit par là, en 
inéme temps , que si dans un nombre il manque des parties 
idédmalesxd'un certain ordre, les places de cet ordre sont 
occupées par des zéï'os. 
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18. Cela bien entendu, il est facile d'énoncer un nombre 
^ni contient des parties décimales. Soit, par exemple , le 
nombre 425,549- Les chiffres écrits à gauche de la virgule 
représentent quatre cent vingt-trois unités simples ; le 
chiffre 5 qui vient immédiatement après la virgule, ex- 
prime cinq dixièmes de l'unité simple ; le chiffre 4 ^^ ex- 
prime quatre centièmes; le chiffre 9 neuf millièmes; par 
conséquent , le nombre 4^3,549 peut d'abord s'énoncer 
ainsi, quatre cent vingt-trois unités, cinq dixièmes, quatre 
centièmes , neuf millièmes» Mais , comme chaque unité de 
dixième vaut une dixaine de centièmes et une centaine de 
millièmes y et que chaque unité de centième vaut une 
dixaine de milhèmes, il est clair qu'au lieu de dire cinq 
dixièmes^ quatre centièmes, neuf millièmes, nous pou- 
vons dire cinq cent quarante-neuf 77î////éwe5. Notre nombre 
423,549 s'énoncera donc : quatre cent vingt-trois unités, 
cinq cent quarante-neuf millièmes. De même le nombre 
54,3075 , où il n'y. a point de^iMiièmes , s'énonce : cin* 
qnante-quatre unités, trois mille soixante et quinze dix'- 
millièmes. Le nombre 0,5408 , ou il n'y a ni unités simples 
ni millièmes, s'énonce : cinq mille quatre cent huit dix^ 
millièmes; ainsi des autres. 

ig. Les nombres qui contiennent des unités simples et 
des parties décimales, peuvent encore s'énoncer d'une 
manière plus abrégée, en considérant que chaque unité 
simple vaut dix diadèmes , ou cent centièmes , ou mille 
millièmes, ou, etc. ; que chaque dixaine vaut cent dixièmes, 
on mille centièmes, ou dix mille millièmes , ou, etc. ; que 
chaque centaine vaut mille dixièmes , ou dix mille cen- 
tièmes, ou cent mille millièmes, ou , etc. D'où il suit que , 
par exemple, le nombre 423,549 pourra se prononcer : 
quatre cent vingt-trois mille cinq cent quarante-neuf 
millièmes» On voit que dans cet énoncé les millièmes sont 
regardés , par rapport aux autres chiffres à gauche , 
comme faisant la fonction d'unités simples. On entendra 
la même chose, avec les changements convenables, pour 
les autres nombres de cette espèce* De là il suit qu'on 
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Le signe = indique Tégqjité de deux quantités. Ainsi 
l'expression 3 -+- 4 = 7 ^ veut dire que la somme 3 + 4 est 
égale à 7. 

a6. Tout nombre qui n'est exprimé que par un seul 
chiffre s'ajoute à un autre nombre quelconque , par les 
premiers principes de la numération. Par exemple, sî 
au nombre i5 on veut ajouter le nombre 8, la question 
est dans le fond de former une suite de nombres à partir 
de i5, pai* l'addition successive de chacune des unités du 
nombre 8 : ces nombres sont i5-i-i , ou 16; 16-Hi, ou 17; 

17-+- 1, ou 18 • .et finalement nZ qui est la somme 

demandée; ensorte^5^ue i5-+-8±tz23. Mais, avec un peu 
d'exercice , et en ti*es - peu de temps , on apprendra à 
trouver tout d'un coup le résultat final, sans" faire toutes 
les additions partielles dont nous venons de parler. On 
verra de même que 349+7=356; que 7489+8=7497; 
ainsi des autres. Cette première opération^ par laquelle 
on ajoute un nombre exprimé par un seul chiffre, à un 
nombre quelconque, se fait sans aucun art, et par les 
seules notions primordiales des nombres : elle sert de 
base à l'addition des nombres exprimés par tant de ca- 
ractères qu'on Voudra, comme nous allons l'expliquer. 

^7. Problème I. Ajouter ensemble plusieurs nombres in^ 
complexes quelconques. 

Ecrivez tous ces nombres les uns sous les autres, en 
observant de placer dans la même colonne verticale les 
unités du même ordre, c'est-à-dire les unités simples sous 
les unités simples, les dixaines sous les dixaines, les cen- 
taines sous les centaines, etc. Les nombres étant ainsi dis- 
posés , tirez au dessj)us une barre horizontale ; ajoutez 
ensemble successivement tous les chiffres d'une même 
colonne verticale, en commençant par la colonne qui 
contient les unités du plus bas ordre , et en passant suc- 
c'éssrvementaux autres colonnes de la gauche. Si la somme 
des noml^res d'une même colonne peut s'exprimer par un 
«BiftLclii^e; vous le placerez dans cette colonne au des- 
^pus de la barre ^ si la somme est exprimée par plus d'un 
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ciiffre,Tous placerez celui d^ la droite dans la colonne 

proposée comme étant du même ordre qu'elle, et vous 

jetiendrez les autres pour les joindre avec la ïommc des 

Uiombres delà colonne voisine à gauche. Mêmes opérations 

[loccessivement pour toutes les colonnes. Il est clair quo 

rie nombre total écrit au dessous de la barre et résultant 

de toutes les opérations qu'on vient d'indiquer est la 

somme demandée , puisqu'il est l'assemblage des unités , 

des dûaines , des centaines , etc. qui composent les nom* 

très qu'on devoit ajouter. 

28. Exemple I. Ajouter ensemble les nombres 
suivants , 5o49 y 7898 ; 459. 

Ces nombres étant écrits comme on le voit ici, ^MS* I 
premièrement j'ajoute ensemble les unités, en 7^98] 
disaatgelSfont 17, et 9 font 36; j'écris le chiffre 4% 1 

6 sous ia colonne des unités, et je retiens le cliif- i34ofi I 
frea qui exprime des dixaines , pour l'ajouter 
avec la colonne des dixaines. Passant à cette colonne, jo 
dis 2 de retenus et 4 font 6, et g font 1 5, et 5 font 20 ; j'é- 
cris o sous Va colonne des dixaines, etje retiens 2 centaine» 
pour les joindre à la troisième colonne, A cette colonne 
je dis 3 de retenus et o font toujours 3, et 8 font 10, et 4 
font 14; j'écris 4 sous la colonne des centaines , et je re- 
tiens 1 mille pour la colonne de» mille. Je continye, et jo 
dis I de retenu et 5 font 6 , et 7 font i3 , que j'écris , en 
mettant le chiffre 3 sous les mille et le chiffre 1 au rang 
des dixaines de mille. Les opérations sont ainsi finies, et 
on a 13406 pour la somme des trois nombres qu'il falloic 
ajouter ensemble. 

39. Exemple H. 'Ajouter les nombres suivants , M 

458 ; g84-;5; 24 ; 94003. T 

J'écris les quatre nombres qu'il faut ajouter 
ensemble, comme on le voit ici ; puis j'ajoute en- 
semble les chiffres qui composent chaque co- 
lonne, eu commençant par celle des unités, et 
passant successivemenC aux dixaines , aux cen- 

Arichmétifjue, a 
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taineSi aux mille^ etc. , comme dans l'exemple précëdent» 
La somme est 192959. 

3o« Problème II. Ajouter ensemble plusieurs nombres ao 
compagnes de parties décimales. 

Disposez tous ces nombres de manière que les unités 
soient placées sous les unités , les dixaines sous les di- 
zaines ^ etc.; et que semblablement les dixièmes soient 
placés sous les dixièmes , les centièmes sous les cen- 
tièmes^ etc. Puis faites l'addition, comme dans le problème 
précédent^ en commençant par la colonne des parties dé-> 
cimales du plus bas ordre ^ et passant successivement 
aux colonnes supérieures jusqu'à ce qu'on les ait toutes 
épuisées. 

3i. Exemplel. Ajoiuer ensemblehs nombres ^'jZ; 489,745; 
8^o3 ; 0,029. 

Ayant disposé les nombres comme on le 4?^ 
Toit ici, on les additionnera, en commençant 4^9^74^ 
par la colonne des millièmes qui sont les uni- '8,o3 

tés du plus bas ordre, et venant ensuite aux 0,029 

autres colonnes à gauche : on trouvera pour 975,804 
somme 975,804» 

3a. Remarque. Comme on ne change point (21) la valeur 
d'un nombre en écrivant à la droite de la 478^000 
virgule décimale, tant de zéros qu'on voudra, 489,745 

' on auroit pu donner le même^nombre de 8,o3o 

places décimales aux nombres proposés, en 0,029 

les écrivant sous la forme qu'on voit ici : la 975,804 
somme est toujours la même. Par ce moyen, 
les unités du plus bas ordre se trouvent de la même 
espèce , ce qui est plus clair et marque mieux la distinc- 
tion des places. Cette . observation s'applique à tous les 

' nombres qui contiennent des parties décimales d'ordres 
difféï'ents. 

S3. Exeiople IL / AjouKr les nombres 46,0484 ; 9462 j 
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J'écris ces nombres comme on le voit ici, 4^^o4^ 

Wie trouve pour somme 9936,9200. On peut 94^3,0000 
tûpprimer dans ce nombre les deux zéros de é^z^fOy^o 
1 fin sans en changer la valeur (aa). Notre 4 i79='S 

ODQme est dooc ^936,92. 9956,9200 

34. Scholîe. Les nombres que nous avons additionné» 
lans tous ces exemples sont abstraits, ou présentas sous 
cettei"orme; mais il est clair qu'il faudroit opérer de mên 
i ce» nombres étoient concrets. J'entends concrets de 
nêine espèce ; car, suivant la remarque générale que noi 
■Tons déjà faite { 6 ) , on ne peut comparer ensemble 
Car conséquent ajouter les uns aux autres des nombres 
concrets de diEt'érentes espèces. Supposons, par exempli 
qu'on ait prêté à un homme en différents temps, ou e 
ïfférentes parties, les nombres concrets 544^ fr. , 
148 fr. , 869 fr. ; et qu'on veuille savoir à com- 5; 
n se monte le prêt total : on ajoutera ensemble 
s ces nombres comme s'ils étoient abstraits. On 
Ircuvera que la somme est 7262. On affectera cette ysStfc 
Comme de la caractéristique F qui signifie_/rfl/icj ; 
Bt on conclura que le prêt total est 726a F. 

Cet esemple montre un usage de l'addition dans 
lociété. 
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CHAPITRE IV. 

De la soustraction des nombres incomplètes. 

15. i-'j» soustraction est une opération par laquelle 
roure la différence de deux nombres. 

On indique par le signe — qui veut dire /nu/rai une sous- 
raction à faire. Ainsi l' expression 9 — 3, qui se prononce 
I moins 3, signifie que du nombie 9 il faut ôter ou sous- 
raire le nombre 3. 

36. Lea règles pour I4 soustraction des nombrâs e*pjl 
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mes par tant de caractères qu'on roudra^ supposent pré« 
liminairement qu'on sache soustraire un nombre exprimé 
par un seul caractère , d'un nombre moindre que 20 ; 
opération qui se fait sans aucun art^ par les premiers prin- 
cipes de la numération^ et en renversant le raisonnement 
qui a été fait (26) pour l'addition. Il faut donc savoir 
d'abord que 7 — 5 = a; que 6 — 3=3; que 17 — 9 = 8; 
que i5 — 8 = 7; ainsi des autres. Avec ces notions qui 
âont faciles^ et dont l'application ne peut pas^atiguer la 
mémoire , on sera en état de résoudre les problèmes 
suivants. 

37. Problème I. Troiwer ta différence de deux nombres 
entiers, exprimés par tant de caractères quon voudra. 

Ecrivez le plus grand de -ces deux nombres le premier ; 
mettez le second au dessous; de manière que les unités de 
même espèce soient dans une même colonne^ c'est-à-dira 
les unités sous les unités , les dixaines sous les dixaines , 
les centaines sous les centaines^ etc. ; tirez une barre sous 
le tout : puis retranchez successivement^ en allant de 
droite à gauche^ chaque chiffre inférieur du chiffre supé- 
rieur correspondant^ et écrivez au dessous de la barre les 
restes à mesure que vous les trouverez. 

Il peut arriver dan^ le cours de ces soustractions par-^ 
tielles que quelque chiffre inférieur soit égal au chiffre su- 
périeur^ ou même le surpasse ; dans le premier cas il faut 
mettre o au i'este ;, da]|;is le second^ on augmentera le 
chiffre supérieur d'une dixaine ^ qu'on empruntera par la 
pensée^ de son voisin à gauche ; et.^ lorsqu'on passera à 
l'opération suivante > on tiendra compte de cet emprunt 

en diminuant d'une unité le chiffre sur lequel il a été 
fait. 

Toutes ces opérations finies, le nombre écrit au dessous 
Jde la barre sera la différence des deux nombres proposés^ 
puisqu'il t^ontiendra le jxésultat des différences de toutes 
leurs parties. 

38. Exemple I. Il s^agit'de retrancher du nojnbre 86q8 le 
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/'«'cris ces nombres comnie on le voit ici. En- 86g3 
luite/e commeDce par retrancher les unités inté- 356 
heures des unités supérieures, en disant, 6 ôté de S343 ■ 
~ reste 2, que j'écris sous la barre dans la colonne ■ 

des unités. 1 

De oiéme, je retranche les dizaines des dixaines, en 
jidisaac 5 ùté de 9 reste 4> 1"^ j'écris sous la colonne des 

Je retranche les centaines des centaines, en disant 3 

; 6 reste 3 , que j'écris sous la colonne des centaines. 

EnGn , comme il n'y a point de mille dans te nombre 
inférieur, les 8 mille du nombre supérieur restent en 
entier , et je les écris par conséquent dans la même co- 
lonne sous la barre. 

La différence des deux nombres proposés , ou le resta . 
de la soustraction , est donc 8342. 

3g. Exemple II. Du nombre ^6784 oter le nombre 8g56f 

On écrira ces deux nombres , comme on le Toit 
ici; et retranchant successivement les unités des 26784 ^ 
unités, les dixaînes des dixaines, les centaines 
des centaines, etc. , on dira d'abord, 6 devroit 17828 
être ôté de 4, mais cela n'est pas possible ; ainsi 
j'emprunte sur le chiffre 8 des dixaînes, qui est à gauche 
de 4, une unité de dixaînes qui, jointe à 4, fait 14 unitésj 
dont retranchant 6, reste 8^ que j'écris à la première 
place. 

Je poursuis, et j'observe que le chiffre 8 devant être 
diminué d'une unité pour la dixaine qu'on a empruntée 
sur lui, je dois ôter 5 de 7 seulement; ce qui donne a 
pour reste , que j'écris sous les dixaines. 

A la colonne des centaines je dis, 9 devroit être ôté 
dey; mais cela n'étant pas possible, j'emprunte sur le S 
un mille, qui vaut une dixaine de centaines , et alors 
i'ai 17, dont Votant 9, reste 8, que j'écris sous la colonne 
des centaines. 

A la colonne des mille je considère que le chiffre 6 ne 
doit plus être compté que pour 5 , à cause de la dixaine 
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qu'on a empruntée sur lui; ainsi il faut ôter 8 de 5 : mai» 
comme cela ne se peut pas , nous emprunterons sur le a 
une dixaine de mille , qui^ jointe à 5^ donne i5^ dont 
étant 8, reste 7, que j'écris sous les mille. 

Enfin ^ à la colonne des dixaines de mille ^ le chiffre 2 
ne doit plus être compté que pour 1 , à cause de la dixaine 
qu'il a fournie aux mille ; et comme on n'a rien à retran<« 
cher de ce chiffre^ on a 1 pour reste ^ qui s'écrit sous les 
dixaines de mille. 

La différence des deux nombres proposés ^ ou le reste 
de la soustraction^ est donc 17828. 

'40. Memarque I* Il est clair qu'au lieu de diminuer 
d'une unité le chiffre sur lequel un emprunt a été fait ou 
^ été censé se faire, on peut laisser ce chiffre tel qu'il est, 
pourvu qu'on augmente le chiffre inférieur d*une unité ; 
ce qui est commode dans la pratique« 

41. Remarque II. Si le chiffre sur lequel un emprunt 
doit se faire est un zéro, l'emprunt se fera sur le premier 
chiffre significatif qu'on trouvera à gauche* Ayant pris; sur 
cet emprunt une dizaine pour avoir ui^ nombre dont on 
puisse retrancher le chiffre inférieur correspondant, j'é- 
cris au nombre supérieuir g au dessus de chacun des zéros 
compris depuis la colonne sur laquelle on opère jusqu'au 
chiffre significatif sur lequel l'emprunt a été fait; puis 
l'achève la soustraction en ne considérant que ces 9, et ne 
faisant plus attention a^x zéros qui sont au dessous. La 
raison de ce procédé est qu'ayant pris une dixaine, ou sui? 
10 dixaines, bu sur 100 dixaines, etc., il reste évidemment 
ou 9 dixaines, ou 99 dixaines, ou, etc. 

4:j. Exemple. Du nombre 34000 dcer & nombre 2456, 
Les deux nombres étant écrits comme on le 

voit ici, je dis, comme 6 ne peut pas être retrancl^é 99 

de zéro, j'emprunte 1 dixaiiiie sur le chiffre 4- Or 84000 

ce chi^e, par la nature de la place qu'il occupe, 2i^56f 

éseiité;:des mille,^ou des centaines de dixaines. 3 1 544 
i^^^ôprèi krpir pri% une dixaine, il m'en reste 



V 



W ARITHMÉTIQUE. CHAr. IV. î3l 

M, que je place au dessus des deux zéros qui viennent à 
(aaclie après le premier. Maintenant je puis dire , 6 ùté 
de 10, reste 4 i <î"e j'écris. 

Passant à la seconde colonne , et ne faisant pas atten- 
tion au zéroj mais seulement au 9 qui est au dessus , Je 
dis , 5 ôté de 9 , reste 4 * T"^ j'écris. 

A la troisième colonne je dis pareillement j 4 ^'^ ^® 9> 
,reste 5, que je pose. 

A h quatrième colonne je disj a ôté de 3, ou 3 6të de 4^» _ 
reste 1, que je pose. 

A la cinquième colonne j'écris 3 pour reste. 

Le reste de la soustraction totale est donc 3i544* 

43. ProbljÉme II. Trouver la différence de deux nombret 
tpieîconqu^ , où il entre des parties décimales. 

Ayant écrit d'abord le plus grand de ces deux nombres, 
je place l'autre au dessous, de manière que les unité* 
soient sous les unités, les dixaines sous les dixaines^ etc.^ 
«iqueseinblablement les dixièmes soient sous les dixièmes, 
les centièmes sous les centièmes, etc. : je fais la soustrac- 
tion , comme dans le problème précédent, en commen- 
çant par les unités décimales du plus bas ordre, et passant 
successivement aux autres colonnes à gauche. 

44. Exemple I. Dunomhre 345,78 dterlenoml"-ez^47^* 
Ces deux nombres contiennent des parties décimales; 

mais comme ils n'en contiennent pas également, je sup- 
plée dans le premier les places vacantes par des zéros ; ca 
qui n'en change pas la valeur (zi). J'écris donc 
nos deux nombres, comme on le voit ici; en- '3^-i,'jooa 
suite la soustraction se fait absolument de l a g5j47°a 
jnéme manière que s'il n'yavoit pas de parties 32iO,3oit 
àécimales, et on trouve 32o,3oii pour reste. 

45. Exemple II. Du noml/re 4734 dter le aomhre 
415,4754. 

J'écris les deux nombres proposés, comme 4734/°°°** 
on le voit ici; et je trouve 4318,5246 pour 415,4754 
reste, 43i8,5a46 
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46* Scholie, On doit faire ici une remarque analogue à 
celle qui a ^té faite ( 34 ) pour l'addition. On soustrait un 
nombre concret d'un autre nombre concret de même es-* 
pèce^ comme s'ils étoient tous abstraits; et on écrite après 
la soustraction^ la caractéristique qui marque leur espèce. 
Par exemple , si on me doit 5447 ^* ^^ qu'on me paye 
^574 F. ; je soustraits a574 de 6447 5 ^® 5^^ donne pour 
reste aSyS, que faffecte de la caractéristique F ; et je vois 
(qu'il m'est encore dû 2873 F, 

* 

'Preuve de la soustraction et de Vaddhion. 

47» On appelle ici preuve une opération que l'on fait 
pour reconnoitre. si une soustraction ou une â4dition est 
juste* ou non. 

48. On s'assure qu'une soustraction a été bien ou mal 
faite par le moyen de l'addition ^ et cela en ajoutant le 
nombre soustrait avec le reste. Si la somme se trouve 
égale au nombre supérieur^ la soustraction est bonne y 
sinon elle est défectueuse. 

Âinsî^ ayant trouvé que du notnbre. ,,•,•••• 47^9 
6tant le nombre. . . , 548 

le TestB est* • ••^•t..4..t*f« •••^••««•••« 4^4^ 

4789 

j'ajoute 548 avec 4a4i# ^* jfe- trouve que la somme est 4789; 
d'oii je conclus que ma soustraction est bonne. Si cette 
somme ti'aVbit pas été conforme au nombre supérieur^ il 
auroit faUu recommencer la soustractioii. 
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49. Réciproquement la soustraction peut servir à yivU 
fier si une addition a été bien ou mal faite. Car y si de la 
somme ^a*on a trouvée par ^addition on retranche la to-r 
talité des unités^ celle des dixaines^ celle des centaines^ etc. 
U' est dair que le reste de toutes ces soustractions partielles» 
Aoit être séro si reddition a été bien faite^ 
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Par exemple , supposons qu'on ait fait l'addition 345 
ju on voit ici. Si la somme 1067 est exacte, et qu'on 4^ 
nifetranche toutes les parties des nooibres ajoutés, 298 
lereste sera zéro. Or, pour déterminer ces parties, 1067 
su lieu d'aller de droite à gauche, comme on a fait 110 

s l'addition , on ira de gauche à droite afin de ■ 

Wrier l'opération , et d'éviter les erreurs dans lesquelles! 
Q pourroit être tombé d'abord. Je commence donc par I 
foucer ensemble les centaines des trois nombres 345, ^z^, ' 
29S; leur somme partielle est 9 , que je retranche de 10, 
somme totale des centaines : reste i qui, aveclestï dixainei 
delà somme totale vaut 16 dixaines. De ces iG dixaines jft_ 
retranche i5, somme partielle des dixaines des trois nom<!4 
brcs proposés; reste 1 disaine, qui, avec les 7 unités d* 
la somme totale , vaut 17 unités ; de ces 17 unités je re; 
tranche 17, somme partielle des unités; reste o. D"où j^l 
conclus que l'addition avoit été bien faite : si j'avois eu uiffl 
autre reste que o, l'addition auroit été défectueuse, et il f 
aoroit fallu la refaire. 



CHAPITRE V. 

De la muîlipîication des nombres incomphxes, 

^o- -L-'A multiplication est une opération par laquelle îl 
«agit de repéter, ou d'ajouter à lui-même, un nombre 
donné, appelé multiplicande , autant de fois qu'il y a d'u- 
nités dans un autre nombre donné, appelé mu//')j//ca«u^l 
le résultat de l'opération forme et s'appelle le produit. 

Ainsi , par exemple , quand ou propose de multi- 
plier 47 p«r 5, la. question est la même , dans le fond, 
que s'il falloit ajouter 47 à lui-même 5 fois, comme 
on le voit ici. La somme 235 est le produit demandé. 
Bîais cette manière de faire la multiplication seroit 
trop longue , et deviendroit même impraticable, s" 
Je rautipUcateur étoit fort grand. L'art d'abréger 
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rop^radon est ce qu'on appelle proprement la multiplia 
cation. 

On indique par le signe X, qui veut dire multiplié par, 
une multiplication à faire. Ainsi 3X4^ c'est-à-dire 3 mul" 
dpUé par 4 f indique qu'il faut multiplier 3 par 4- I^** 
deux nombres qu'on multiplie l'un par Tautre (ici 3 et 4)/ 
s'appellent les facteurs du produit (ici la). 

5i. Le multiplicande peut être indifféremment un 
nombre concret ou un noitibre abstrait^ parce qu'on 
peut répéter, autant de fois qu'on voudra, un nombre , 
quelle que soit la nature de ses unités. Mais le multipli- 
cateur est toujours un nombre abstrait, puisqu'il exprime 
seulement le nombre de fois que le multiplicande dojlj; 
être répété. Quant au produit, il esft nécessairement o^ 
la même nature que le multiplicande^ dont il se forme 
par une addition réitérée. 

Dans la pratique du calcul , on considère , pendant le 
cours de l'opération , le multiplicande et le multiplica- 
teur comme des nombres abstraits ; mais quand elle est 
achevée, on fixe la nature çt on écrit la caractéristique du 
produit, d'après l'espèce du multiplicande* 

5a. Tous les cas qui peuvent arriver dans la multiplica- 
tion se réduisent à trois ; ou les deux facteuts de la mul- 
tiplication sont exprimés chacun par un seul chiffre ; ou 
l'un des deux étant toujours exprimé par un seul chiffre, 
l'autre en contient plusieurs ; ou enfin ils sont eîCprimés 
l'un et l'antre par plusieurs chiffres. La premièïe opéra- 
tion sert de fondement aux deux autres. Or, la multipli- 
cation de deux nombres exprimés chacun par un seul 
chiffre, se fait par l'addition, c'est-à-dire, en ajoutant 
l'un de ces nombres avec lui-même autant de fois qu'il y 
a d'unités dans l'autre : elle peut s'abréger encore dans 
la. pratique au moyen de la table suivante, qui est elle- 
même construite d'après les principes de l'addition , et 
qu'on attribue à Pythagore, soit que ce philosophe l'ait 
réeUement inventée ^ soit qu'il en ait seulement répandu 
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Cette latrie est composée, comme on roit, de g banda 
horizontales , et chaque bande a 9 cases détermint^es poêl 
des lignes verticales qui coupent les horizontales. Le*ï 
cases delà première bande contiennent la suite des nom-i I 
bres, depuis 1 jusqu'à g, laquelle se forme en ajoutant 1 
continuellement 1 à la première unité ; les cases de l 
conde bande se remplissent en ajoutant continuelle m eiitB 
2 au nombre 2 qui est dans la première case de 
ménie bande ; les cases de la troisième bande se rem-l 
plissent en ajoutant continuellement 3 au nombre-3 qui J 
est dans la première case. Les cases des autres bandes se ] 
remplissent de même avec les nombres 4f5, 6, 7,8,9. 

On voit que de cette formation de la table résulten^B 

des bandes verticales qui suivent la même loi que le»I 

I bandes horizontales , et que, par conséquent, on peut 

^Sure indistinctement le même usage des unes et des autres. 

; II estfaci/e de continuer cette table plus loin; mais cela 

'nutiJe ici, parce que nous ne l'emploierons que pour 

Çprendre à multiplier Tun par l'autre deux nombres | 

s chacun par un seul chiffre. 

I 53-. Voulez-vous , par exemple , multiplier 7 par 4fl 
i moyen de 1« table dont il s'agit? vous cliercherezifl' 
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niuUîplîcande 7 clans la première bande verticale ^ et lo 
niultiplicateur 4 dans la première bande horizontale ; le 
produit se trouve dans la case commune à la bande hori- 
zontale qui contient 7 et à la bande verticale qui contient 
4; ce produit est donc 28 ; et il est clair^ par la formation 
de la table ^ que ce produit est le véritable, puisque la 
case qui le contient est formée du nombre 7 répété 4 fois , 
ou ajouté 4 fois de suite* 

On auroit pu chercher le 7 dans la première bande ho- 
rizontale et le 4 <dans la première bande verticale; on 
auroit trouvé également que le produit est 28. Cela peut 
servir à démontrer , si la chose paroît en avoir besoin , 
que le produit de 7 par 4 est le même que celui de 4 par 7, 
ou qu'en général le produit est le même en quelque 
ordre qu'on multiplie ensemble les facteurs d'une multi- 
plication. 

Quand on aura ainsi appris à trouver facilement , et 
avec le seul secours de la mémoire , le produit de deux 
nombres exprimés chacun par un seul chiffre , les réglas 
suivantes apprendront à trouver le produit de deux nom- 
bres exprimés par tant de chiffres qu'on voudra^ comme 
on va le voir, 

54« Problême I. Multiplier un nombre entier quelconque^ 
pur Un nombre exprimé par un seul chiffre. 
. J'écris le multiplicateur sous les unités du multîpli- 
oande ; et ayant tiré une barre horizontale , je multiplie 
successivement les unités^ les dixaines^ les cenl^nes, etc. 
du multiplicande par le multiplicateur ; j'écris ces diffé- 
rents produits sous la barre , en observant à chaque 
multiplication partielle de retenir les dixaines pour les 
joindre avec les dixaines, les centaines pour les joindre 
arec les centaines , etc. 

55. Exemple I. On propose de multiplier le nombre 4784 
par le nombre 6. 

Ayant disposé le multiplicande et MuhîjJiîcande • . 47^4 

I0 multiplicateur comme on le voit Muhipiîcaieurjj 6 

^n6a par multiplier les Produit 28704 
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xadtés du multiplicande par le multiplicateur^ en disant 
(fois 4 font 24 > c'est*à-dire quatre unités et 2 dixaines ; 
/'écris les 4 unités à leur rang^ et je retiens les 2, dixaines 
pour les joindre au résultat de Topération suivante. 

Passant aux dixaines du multiplicande , je dis 6 fois 8 
font 48 dixaines, et 2 de retenues, font 5o dixaines ; j'é- 
cris o au rang des dixaines , et je retiens 5 centaines. 

A la colonne des centaines ^ je dis 6 fois 7 font 42 cen- 
taines, et 5 de retenues, font 47 centaines; j'écris 7 au 
rang des centaines, et je retiens 4 mille» 

Enfin à la colonne des mille, je dis 6 fois 4 font 24 
mille^ et 4 de retenus, font 28 mille^ que j'écris; et Topé- 
ration est achevée. Le produit cherché est donc 28704* 

Dans la pratique on s'abstient en opérant de prononcer 
les mots unités , dixaines , centaines ^ etc., on sous-entend 
ces dénominations pour abréger ; mais on doit bien pren- 
dre garde de ne pas confondre les rangs de ces diffé-* 
rentes espèces d'unités. 

- 56. Exemple II. Multiplier le nombre . . • 3oo4 
par le nombre ••...•••• • 8 



Produit 24032 

1.® Je dis 8 fois 4 font 32 ; j'écris les 2 unités^ et je re- 
tiens 3 dixaines. 

2.<» Je -dis 8 fois o ne peut donner que o ; mais dans la 
première opération j'ai retenu 3 dixaines que j'écris au 
rang des dixaines. 

3.** Je dis 8 fois o donne o ; j'écris donc o au rang des 
centaines , et je vois que le produit ne contiendra point 
de centaines. 

4.* Enfin je dis 8 fois 3 font 24 mille , que j'écris , et 
l'opération est achevée. Le produit cherché est donc 
d4o32. 

57. Remarque. Si le multiplicande étoit exprimé par un 
seul chiffre et le multiplicateur par plusieurs chiffres , il 
faudroit regarder le second nombre comme le multipli- 
cande, et le premier comme lo multiplicateur; ce q}^ 
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ramène ce cas au problème précédent , et ce qui est èv'v 
deaiment permis : car, par exemple, le produit est le 
même, soit qu'on multiplie 3 par 4, ou 4 par 3. En géné- 
rai, il est permis de faire cette permutation pour simplifier 
le calcul; car on peut, dans tous les cas, regarder le 
multiplicande et le multiplicateur comme des nombres 
abstraits pendant le cours de l'opération; la nature du 
produit ne se fixe et ne se caractérise qu'à la fin du 
calcul. 

58. Problême II-' Multiplier l'un par l'autre deux nom^ 
bres entiers, e.xprimés cliacun par plusieurs chiffres. 

n faut d'abord écrire le multiplicateur sous le mul- 
tiplicande, unités sous unités, dixaines sous dixaines, 
centaines sous centaines, etc. ; ensuite multiplier succes- 
sivement tout le multiplicande par chaque chiffre du 
multiplicateur, en allant de gauche à droite, ce qui donne 
autant de produits partiels que le. multiplicateur contient 
déchiffres; enfin ajouter ensemble tous ces produits pour 
avoir le produit total. En faisant chaque produit partiel, 
on observera que le premier est un nombre d'unités , la 
second un nombre de dixaines, le troisième un nombra 
de centaines , etc. ; ce qui détermine les places de leurs 
unités du plus bas Ordre. 

59. Exemple I. Multiplier le nombre 3G48 

par le nombre . 743 

Les nombres étant disposés Premier prnduic partiel 10944 
de la manière qui est exprî- Second produirpaniel 14593 
mée ici, on fera chaque pro- Trpi»if>mt produit paibrf 25536 
duit partiel comme dans les Produiiiou! S710464' 

exemples précédents. On voit 

que, conformément à la règle prescrite, les unités du 
plus bas ordre dans ie premier de ces produits , sont de» 
unités simples; dans le second, des dixaines; dans le troi- 
sième , des centaines. Ces produits particuliers étant 
trouvés, je les ajoute ensemble, et leur somme 2710464 
«st le produit total qu'on demandoîE. 
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rBo. Exemple II. Multiplier le nombre 3o45 
rie nombre 6004. 
Les produits partiels se 
trouvent toujours de la même 
manière : j'ai figuré ici à côté Tp 
cet exemple comme le précé- 
dent, pour conserver l'ana- ïrodoitrotaf iSaSyiSo 
logie; mais dans la pratique 
on supprime le second et le troisième produits 
partiels qui ne contiennent que des zéros, et, 
après avoir trouvé le premier produit partiel, 
on passe tout de suite au quatrième, en obser- 
vantque les unités du plus bas ordre de ce pro- 
duit sont des mille. On voit ici l'opération, 

61. Remarque. Lorsqu'il se trouve des zéros à la droite 
des facteurs de la multiplication, ou de l'un d'eus seule- 
ment, l'opération s'abrège : on peut alors faire abstrac- 
tion de ces zéros, et multiplier seulement ensemble les 
chiffres situés à leur gauche; mais cette opération étant 
finie, on mettra à la droite du produit autant de zéros 
qu'il y en avoit à la droite des deux facteurs de la multi- 
plication. 

62. Exemple, flïuhiplier G!iooo par 5^oo. 

Je fais l'opération comme s'il s'agissoit de multiplier 64 
par 34 , et je trouve 2176 pour produit. A la droite de ce 
produit je mets cinq zéros; ce qui me donne 217600000 
pour le produit véritable des deux nombres proposés 
64000 et 5400. 

»63. Problème IIL Multiplier V un par Vautre desnombrss 
^ui contiennent des parties décimales. 
, Faites la multiplication comme si les deux nombres ne 
contenoient point de parties décimales , c'est-à-dire , en 
suppriuiantpour un moment les virgules déciuiales. Quand 
le produit sera ainsi trouvé, par les règles précédentes, 
déparez dans ce produit, vers la droite, par une virgule, 
autant de chiffres décimaux qu'il y en a, en tout dans les 
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deux fâcteuts de la nlultiplication. Le calcul et la dëmons^ 
tration s'entendront facilement^ pour tous les cas^ au 
moyen des deux exemples sui^antSé 

64. Exemple I. Multiplier 34,659 par 37. 

Je supprime la virgule du multiplicande qui seul con- 
tient des parties décimales ; ce qui me donne 3465g à 
multiplier par 37 : le produit est 128^383. Je sépare dans 
ce produit trois chiffres décimaux vers la droite par un© 
virgule; ce qui me donne i28a,383 pour le véritable pro-. 
duit cherché. 

Gar^ en supprimant la virgule du multiplicande, j'ai 
(20} un multiplicande fictif mille fois plus grand : alors 
les deux multiplicandes étant supposés répétés le même 
nombre de fois 37^ le produit fictif 1282383 est mille fois 
plus grand que le véritable. Donc, pour avoir ce dernier^ 
il faut rendre le premier mille fois plus petit^ c'est-à-dire 
écrire 1282.383. 

65. Exemple IL Multiplier 65^789 par 3,49* 

Je supprime la virgule dans le multiplicande et dans le 
midtiplicateur^ qui contiennent l'un et l'autre des parties 
décimales; ce qui donne 65789 à multiplier par 349 : le 
produit est 22960361. Je sépare dans ce produit^ au 
moyen d'une virgule , cinq chiffres décimaux vers la 
droite , parce qu'il y en a cinq dans le multiplicande et le 
multiplicateur pris ensemble ; par là j'ai 229^60361 pour le 
véritable produit des deux nombres proposés. 

£n effet, on voit, 1.® par l'exemple précédent, qu'en 
supprimant la virgule du multiplicande et conservant ;le 
même multiplicateur , on auroitun produit fictif mille fois 
plus grand que le vrai produit ; 2.* en supprimant de plus 
la virgule du multiplicateur, on a un second produit fictif 
cent fois plus grand que le premier produit fictif, puisque 
dans celui4à lé même nombre est répété cent fois plus que 
•dans celui-ci. Donc le second produit fictif, c'est-à-dire 
a296o36r, est cent fois mille fois plus grand* que le vrai 
• produiu Donc , pour avoir le vrai produit^ au lieu de 

'4kâ|6oB6i> il faut écrire a^,6o36i . 



ARITHMETIQUE. CHAP.YI. 33 



■ >H 11 



CHAPITRE VI. 

De la division dus nombres ineomplexes. 

S6. -L/A division est une opération par laquelle on trouva 
combien de fois un nombre donnée appelé dwidende , 
contient un autre nombre donnée appelé dii^iseur , ou 
quelle partie du dividende est le diviseur : le nombre ré-* 
sultant de l'opération s'appelle quotient , du mot latin 
fzioti65 ^ dénomination qui ne convient proprement qu'au 
premier cas; nous verrons bientôt en quel sens il faut 
entendre le mot quotient, lorsque ce quotient est une partie 
du dividende. 
On Yoit par là que la division est une ija 

soustraction réitérée, comme la multipli- 7 

cation est une addition réitérée. En effet, 1 / soust. 35 
quand on me propose, par exemple, de 7 

diviser 4a par 7, ou de trouver combien a*« soust. 2& ' 
de lois 4^ contient 7 , je puis résoudre la 7 

question^ en retranchant 7 de 42, autant 3»* soust. ai 

de fois qu'il peut en être retranché, et 7 

comptant le nombre des soustractions, 4.^ soust. 14 
lequel exprimera le quotient cherché. On 



voit ici l'opération. 5.' soust. 7 

Comme le nombre 4a est épuisé après 7 

six soustractions consécutives , je conclus 6.* soust. o 
que 6 est le quotient cherché. 

Mais cette manière de faire la division seroit trop lon- 
gue dans la pratique, surtout lorsque le dividende est 
considérable par rapport au diviseur. On a donc cherche 
Part d'abréger l'opération ; et cet art est l'objet de la di- 
vision proprement dite. 

On indique une division à faire , ou le quotient qui en 
doit provenir, en écrivant le dividende au dessus d'une 
petite barre horizontale^ et le diviseur au dessous. P*"* 

Arithmétique. 3 
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exemple^ -p indique le quotient de 12 divisé par 6, quo- 
tient qui est le nombre 2; de même f indique le quotient 
de 3 divisé par 4 , quotient qui n'est alors qu'une partie 
ou fraction de Tunité principale^ comme je l'expliquerai 
dans le chapitre suivant. 

67. Il y a, par rapport à la nature du dividende et du 
diviseur^ deux manières d'envisager la division. 1.° Le 
dividende et le diviseur peuvent être , ou tous deux abs- 
traits^ ou deu;^ concrets de la même espèce ; alors le quo- 
tient est évidemment un nombre abstrait, qui exprime 
combien de fois un nombre d'une certaine espèce contient 
un autre nombre de la même espèce. Par exemple, le 
quotient du nombre abstrait 56 , divisé par le nombre abs- 
trait 8^ ou du nombre concret 56 francs divisé par le 
nombre concret % francs ^ est le nombre abstrait 7. 2.° Le 
dividende peut-être un nombre concret et le diviseur un 
nombre abstrait : alors la division est une opération par 
laquelle on partage le dividende en autant de parties 
égales (de même nature que lui), qu'il y a d'unités dans 
le diviseur, pour avoir l'une de ces parties qui est le quo- 
tient. Par exemple, si on propose de diviser 40 francs par 
10, nombre abstrait, on a pour but de partager 40 francs 
en dix parties égales, et le quotient 4 francs est une 
partie du dividende. Mais ces deux sortes de questions 
se résolvent de la même manière : on fait toujours la divi- 
«ion comme si le dividende et le diviseur étoient Fun et 
Vautre des nombres abstraits ; ensuite on détermine l'es- 
pèce des unités du quotient, relativement à celles du 
dividende, ou au sens dans lequel on a proposé la ques- 
^on qui a donné lieu à la division. 

Il est clair que dans tous les cas le produit du diviseur 
par le quotient, ou du quotient par le diviseur, doit re- 
produira le dividende exactement , quand le dividende 
contient un nombre de fois juste le diviseur; et avec un 
reste moindre que le diviseur, quand la division ne peut 
pas se faire exactement : nous indiquerons dans la suite 
d« cesi 9orte& de rentes.. 
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68. Les règles nécessaires pour faire toutes sortes de 
divisions , et que Je vais expliquer j supposent qu'on sache 
auparavant diviser un nombre qui ne contient pas plus de 
deux chiffres par un autre qui n'en contient qu'un seul. Or, 
cette première opération est facile , et se fait par le moyen 
de la Table de Pythagore. Qu'il s'agisse, par exemple, de 
diviser 72 par 8. On cherchera le dividende 7a dans la 
table; et prenant le diviseur 8 dans la première case delà 
bande horizontale qui contient 72, on trouvera le quo-- 
tient 9 dans la première case de la bande verticale qui 
contient aussi 72. 

Si le dividende'ne se trouvoit pas dans la table , comme 
par exemple , s'il f alloit diviser 78 par 8 , on prendroit dans 
la table le nombre 72 qui approche le plus, en dessous, 
du dividende, et on trouveroit, comme tout à l'heure, que 
le quotient est 9. Mais ce quotient n'est qu'approché, 
parce que le nombre 78 n'est pas exactement divisible 
par 8. 

Cela posé, nous sommes en état de diviser l'un par 
l'autre deux nombres exprimés par tant de chiffres qu'on 
voudra. 

69. Problème I. Diviser un nombre composé de tant de 
thiffres qu'on voudra , par un autre qui ne contient qu'un 
seul chiffre» 

Ayant d'abord écrit le dividende, on mettra le diviseur 
à côté , en les séparant par une accolade. On tirera une 
barre sous le diviseur, et on écrira sous cette barre les 
chiffres du quotient à mesure qu'on les trouvera. Or, pour 
trouver ces chiffres , il faut diviser successivement toutes 
les parties du dividende par le diviseur , en commençant 
par les unités de la plus haute espèce, c'est-à-dire, en 
allant de gauche à droite. Si la première division ne se fait 
pas sans reste, vous convertirez le reste en unités de l'ordre 
immédiatement inférieur, et vous y joindrez les unités de 
cet ordre déjà contenues dans le dividende total ; ce qui 
vous donnera un second-dividende partiel. Vous opérerez 
sur ce second dividende comme sur le premier } ainsi de 
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suite jusqu'à ce que le dividende total soit épuisé* hors»^ 
qu*il se trouve quelque dividende qui ne contient pas la 
diviseur , il faut mettre zéro au quotient. On voit par là 
que chaque division partielle fournit un chiffre au quo- 
tient. Le résultat de tous les quotients partiels forme le 
quotient total. 

70. Exemple I. Dimer 747 /^^r 3, 

J'écris ces deux nombres comme Lindende 74? f SdWîaeur. 
on le voit ici ; et je commence par 6 1 249 quodeai» 

diviseif les 7 centaines du divi- \a 

dendepar le diviseur 3^ en disant, ta 

dans 7 combien de fois 3? U y est "^ 

a lois, et ce 5s marque des cen- 2« 

^ines ; je l'écris sous la barre. "^ 

Ensuite je multiplie le diviseur 3 

par le quotient a , et je retranche le produit 6 du premier 
dividende partiel J, ce qui me donne 1 centaine pour 
reste. Je vois par là que les centaines du dividende ne 
peuvent pas fournir plus de 2, centaines au quotient, et 
que la centaine de reste doit être convertie en dixaines , 
lesquelles avec les dixaines qui suivent, formeront un 
second dividende partiel* 

Ainsi , à côté de 1 j'abaisse les dixaines 4 du dividende, 
et j'ai 14 dixaines à diviser par 3. Je dis donc en 14 com- 
bien de fois 3 ? U y est 4 fois ^ et ce 4 marque des dixaines. 
Je multiplie 3 par 4 > et je retranche le produit 12 de 14 ; 
j'ai a dixaines de reste. 

Enfin à côté du a j'abaisse les unités 7 du dividende, ce 
qui me donne 27 unités à diviser par 3 ; je dis donc en 27 
^combien de £oisj5 ? il y est 9 fois ; j'écris 9 au quotient, et 
ce 9 marque des uhités. Je multiplie 3 par 9 , ce qui donne 
^ pour produit ; et ce nombre étant retranché du dernier 
•dividende partiel , donne zéro pour reste. 

Le quotient total demandé est donc 249* 

71 • Exemple II. Dwiser 16473 par 7. 
Te âi3po9e le dividende et le diviseur comme dans l'exem-» 
'43Lt^ etçomoxQ on k YQÎt iQi« £t commençant 
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Yopêniioa par la dixaîne de mille du divitlende, je voî 
di&oril qae cette dixaine ne peut pas fournir de dizaines 
^e mille au quotient, i n'étant pas divisible par 7. Je 
JiFtiduis doncen mille, et j'ai 16 dît. i64^3f7 dniicor. 
nille pour premier dividende ^4 i 3553 

MTtiel. Maintenant, je dis en 16 24 

Dombien de fois 7 ? 11 y est 3 fois ; ai 

et ce 2 marque des mille , que 3? 

i'fciis sous la barre. Je multiplie ^2. 

jpara, et je retranche le produit ■^S 

I de 16 , il me reste 2 mille. ^ 

A côté de 2 j'abaisse les centaines 4 du dividende , et I(. 
Mcoad dividende partiel est 24 centaines. Je dis donc, en 
24 combien de fois 7 ? Il y est 3 fois ; et ce 3 marque des 
eentaine» que j'écris sous la barre. Je multiplie 7 par 3 ; je 
retranche le produit 31 de 24» ^^ ^ "^^ reste 3 centaines. 

A côté de 3 j'abaisse les dixaines 7 du dividende, et le 
troisième dividende partiel est 3y dixalnes. Je dis donc, 
ta 37 combien de fois 7 ? Il y est o fois ; j'écris 5 ati quo- 
tient-, je multîpiie 7 par 5, et je retranche le produit 35 
de 37 , ce qui donne a dixaines pour reste. 

A côté de 2 j'abaisse les unités 3 du dividende, et le 
^airième dividende partiel est a3 unités. Je dis donc , en 
a5 combien de fois 7 ï II y est 3 fois ; j'écris 3 au quotient ; 
e multiplie 7 par 3 , et je retranche le produit ai de aS ; 
e reste est 2. 
On voit donc que le dividende 16473 étant divisé par le 
viseur 7, donne 2353 pour quotient, avec un reste 2 qui 
a pa» été divisé ; en sorte que a353 n'est le quotient exact 
que de 1G471 divisé par 7. Conformément à la remarque 
qui termine l'art. 66, la division du reste a par 7 s'indique 
ainsi -^. I^ous verrons ci-dessous , en parlant des fractions 
et des nombres complexes , la signihcation précise et l u- 
*age de ces sortes d'expressions. 

72. Problême 11. Vifiser un nombre composé de plusîeun 
dtijfres , par un autre composé aussi de plusieurs chiffres. 
L& division s« îùt comme dans le premiex css^ eu dé« 
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composant le dividende en plusieax:s dividendes partiels 
' qui se divisent successivement pax le diviseur» 

^3. Exemple. Dwiser iii65q'/ par Z6j^ 

Je prends les quatre premiers Oîr. xiiôSgyf ZGjàWisemi 
chiffres du dividende, gui for-t xioi i3o42^^<iâgîû 

mentunnombreassez grand pour . iSS^ 

contenir 1^ diviseur. Ainsi, j'ai .1468 

1116 pour premier dividende par-r 0917 

tiel, et je cherche combien de 734 

' fois ce dividende contient le divi- i83 

seur367. Or, comme il n'est pas facile de saisir tout d'un 
coup le rapport des nombres dès qu'ils sont un peu grands ; 
au lieu de dire , dans 1 1 16 combien de fois 367 , je compa-^ 
rerai seulement les centaines du dividende avec celles du 
diviseur, en disant, dans 11 combien 4® fois 3? U y est 
3 fois. Mais avant que d'écrire ce 3 au quotient, il faut 
savoir si les dixaines et les unités du dividende 1116 con-« 
tiennent aussi 3 fois les dixaines et les upités du diviseur 
367. J'éclaircis ce doute en multipliant 867 par 3 ; et com-» 
me le produit iioi est moindre que ixx6, je conclus que 
le dividende 1116 contient 3 fois le diviseur 367. J'écris 
. donc au quotient le chiffre 3 qui marque des mille ; ensuite 
je retranche iioi de 1116, il reste i5 mille. 

A côté de i5 j'abaisse les centaines du dividende , et j'ai 
1 55 centaines pour second dividende partiel. Ce dividende 
étant moindre que 367, et conséquemment ne pouvant 
pas être divisé par 367, j'écris o au quotient, pour expri-- 
mer que le quotient ne contiendra pas des centaines. 

A côté de i55 j'abaisse les 9 dixaines du dividende, et 
j'ai ^559 dixaines pour troisième dividende partiel. Je dis 
donc , en i559 combien de fois 367? ou plutôt ( en ne com-» 
parant , comme on a fait ci-dessus , que les centaines du 
dividende à celles du diviseur ), dans i5 combien de fois 3 ? 
Il y est 5 fois ; ce qui peut d'abord induire à croire que 5 
doit être le troisième chiffre du quotient ; mais les dixaines 
et les unités du dividende i55g ne contenant pas 5 fois les 
dixaines et les unités du diviseur 367, j'en conclus qu'au 
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^■^ de mettre 5 au quolient , je ne puis y mettre tout au 

^H)& que 4 J et je serai sûr que c'est en effet le chiffre qui 

^^pit 7 être , si je puis soustraire le pi odiiit de ZGy par 4 du 

^HUdende i55g. Qr, je trouve que ce produit est 1466^ 

^^■i est moindre que i55g; j'écris donc 4 a>i quotient, puift 

^K soustrais 14G8 de i559, restent 91 dizaines. 

P A cùté de g 1 j'abaisse ies 7 unités du dividende , et j'ai 

!' 917 unités pour quatrième et dernier dividende partieL 

] Je dis donc, dans 317 combien de fois 567, ou dans g 

combien de fois 3 ? Je vois par une observation analogue 

â celle que j'ai faite dans l'opération précédente, qu'on 

ne peut mettre que a au quotient. Je multiplie 3G7 par 3 , 

et je retranche le produit 734 de 917; il reste i63, qui ne 

peuvent pas se diviser par 3C7, et dont la division s 'indiqua 

ainsi i|i. 

Le nombre 3o43 n'est donc le quotient exact que da J 
iii64i4divi&É par 367. I 

74. Remarque I. On voit en général que tout l'art de la 
d'ivision des nombres exprimés par plusieurs chiffres con- 
siste k partager le dividende total en plusieurs dividendes 
particuliers qui soient divisibles par le diviseur. Chaque 
dividende partiel doit donc contenir le diviseur; mais, 
pour la facilité et la siniplicité de l'opération, ces deux 
nombres doivent approcher de l'égalité autant qu'il est 
possible qu'ils en approchent. Ainsi , on esamine d'abord 
si en prenEint un dividende partiel qui contienne le même 
nombre de chiffres que le diviseur, ce dividende est plu» 
grand que le diviseur , ou est tout au moins égal au divi- 
seur : en ce cas la division est possible, et il est clair que 
le quotient est toujours exprimé par un seul chiffre , au- 
trement le produit du diviseur par le quotient contien- 
droit p/us de chiffres que le dividende et surpasseroitpar 
conséquent le dividende , ce gui ne peut pas être. Mais si 
Je dividende partiel dont on vient de parler se trouve 
moindre que le diviseur, la division est impossible , et alors 
Vfaut prendre pour dividende partiel un nombre qui con- 
ienne un chiffre de plus que le diviseur : ce dividende 
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sera ëvidemment plus grand que le diviseur ; mais le quo-««' 
tient sera toujours exprimé par un seul chiffre , comm^ ■ 
dans le premier cas. En effet, supposons, par exemple , 
qu'on ait à diviser 699 par 60. On ne peut pas faire la di- 
vision , sans prendre pour dividende tout le nombre 699 ; 
car sa première partie 69 ne contient pas le diviseur 6q* 
Mais , d^un autre côté , le diviseur 60 est le moindre qu'il 
est possible par rapport au dividende ; car si on avoit pour 
diviseur le nombre 69 qui est immédiatement au dessous 
de 60 , il suffiroit de prendre pour dividende la partie 5g 
du nombre proposé 699 , ce qui se rapporteroit au premier 
cas. Or , en divisant 699 par 60 , on ne peut pas mettre 10 
au quotient, car le produit de 60 par 10 est 600, nombre 
plus grand que le dividende 599. Même raisonnement pour 
tout autre cas. Chaque division partielle ne donnant ainsi 
qu'un seul chiffre au quotient, le quotient total contiendra 
toujours autant de chiffres qu'on aura fait de divisions 
partielles* 

75. Remarque II. La seule difficulté qu'on rencontre 
dans la pratique de la division est de déterminer chaque 
quotient partiel. Cette difficulté augmente à mesure que 
le dividende et le diviseur ©nt plus de chiffres , et que les 
chiffres de la gauche du diviseur sont plus petits par rap- 
port aux autres. Le quotient ne se trouve que par une 
espèce de tâtonnement qui embarrasse pour l'ordinaire 
les commençants. Ainsi, lorsque nous avons eu ci-dessus 
à diviser iij6 par 667, nous avons trouvé d'abord, en 
tâtonnant , 3 pour quotient ; et nous n'avons été certains 
que c'étoit là en effet le véritable quotient, qu'après avoir 
trouvé , par la multiplication , que le produit de 667 par 3, 
ou 1 101 , étoit contenu dans 1116. En général , on ne peut 
affirmer qu'un quotient est exact, et on ne doit par con-i 
séquent l'écrire , qu'après s'être assuré que le produit du 
diviseur entier par ce chiffre peut être soustrait du mem- 
bre de la division sur lequel on opère actuellement. Si ce 
produit est trop grand , on diminue le chiffre en question 
d'une unité , et on le soumet à la méjne épreuve. Si le pro- 
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M du diviseur par le nouveau chiffre est encore trop 
fUïd, il faudra diminuer ce chiffre encore d'une unité^ 
tnsi de suite. 

Ces sortes de tâtonnements sont inévitables : mais voici 
iu moins un moyen d'en diminuer le nombre. Je prends 
flnexemplepourplus declartë, etje vais expliquer en même 
temps la manière d'abréger les opérations de la division. 

76. Exemple. Diviser gGZg^'jS par 2j8g. 

I>ÎTÎdende. 9639475 r 2789 diviseur. 

"7^4 l3456^quo;i^ 
15687 
174^5 

reste 69 1 

Comme les différentes opérations que nous avons ici i 
faire et à enseigner sont un peu nombreuses et un peu 
compliquées , exposons-les distinctement et par parties. 

I. 

Le premier membre de notre division est 9639. Je dis 
donc , 6119639 combien de fois 2789 ^ ou ^ en ne comparant 
ensemble que les plus hautes unités ^ en 9 combien de 
fois s? n y est 4 fois ; mais pour savoir si 4 doit être en 
effet le premier chiffre du quotient , ou s'il n'en faut pas 
prendre un plus petit , je multiplie le diviseur 2789 par 4 ; 
et au lieu de faire cette opération à l'ordinaire, je com- 
mence par les unités de la plus haute espèce , et j'essaie 
de soustraire du dividende le produit à mesure que je le 
trouve. Tout cela s'exécute sans rien écrire , en disant , 
4 fois a font 8 ; 8 ôté de 9 reste 1 , qui , joint au second 
chiffre 6 di^dividende, fait 16 ; 4 fois 7 font 2.8 ; mais 28 
ne peut être Até de 16 ; d'où je conclus que le chiffre 4 est 
trop grand, et que c'est tout au plus 3 qu'il faut mettre 
au quotient. 

Avant que d'écrire le 3 je le soumets à la même épreuve, 
en. disant 5 fois a font 6 ; 6 ôté de 9 reste 3. Dès qu'on 
trouve un reste aussi grand ou plus grand que le chiffre 
^u'on éprouve , c'est une marque sûre que ce chiffre peut 
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être écrit au quotient. En effets il est clair (et il en ser^ :z 
de même dans tous les autres cas) que 3639 contient 3 fois i> 
le nombre 789 ' ; car 3 mille valent 3o centaines , qui con-tÏEc 
tiennent 3 fois 9 centaines avec un reste 3 centaines ; ces ^^ 
3 centaines valent 3o dixàines , qui contiennent 3 fois .^ 
9 dijKaines avec un reste 3 dixaines ; ces 3 dixaines valent ^ 
3o unités , qui contienxient 3 fois 9 unités avec un reste 3 . 
unités; d*où iL résulte qu^à plus forte raison le nombre 
3639 contient 3 /ois le nombre jSq. Je puis donc mettre 
3 au quotient* 

Maintenant , apris nous être ainsi assurés que le quo^ 
tient 3 n'est pas trop grand , multiplions le diviseur 2789 
par le quotient 3, à l'ordinaire^ c'est-à-dire, en allant de 
droite à gauche , et soustrayons le produit du dividende 
9639. Ces deux opérations peuvent se faire tout à la fois^ 
et cela abrège extrêmement le cajiculdela division. 

Je, dis donc 3 fois 9 font 27 ; mais 27 ne peut être ôté 
de 9 ; ainsi je suppose que 9 est augmenté de z dixaines , 
ce qui me donne 29 , dont retranchant 27 , il reste a que 
j'écris sous le 9. 

Les deux dixaines dont le 9 a été augmenté sont censées 
avoir été empruntées sur les 3 dixaines du dividende 9639. 
Ainsi, en passant à la multiplication et à la soustraction 
suivantes , il faut ne compter le 3 que pour 1 , ou , ce qui 
est plus commode dans la pratique et revient au même , il 
faut retenir a dixaines pour les joindre au produit des 
dixaines du diviseur par le quotient, et soustraire le tout 
des dixaines du dividende prises en leur totalité. Je pour- 
suis donc , et je dis , 3 fois 8 font 24 et 2 de retenus font 26 ; 
or, 26 ne pouvant être ôté de 3, j'augmente 3 de 3 cen- 
taines , ce qui me donne 33, dont retranchant 26 , reste 7 
que j'écris sous le 3. 

Je retiens 3 centaines pour les joindre aux centaines du 
troisième produit, qui doivent être soustraites des cen- 
taines du dividende. Ainsi je dis , 3 fois 7 font 21 et 3 de 
retenus font 24 ; 24 ne peut être ôté de 6 ; j'augmente 
donc 6 de 2 mille , ce qui donne 26 , dont je retranche 24 > 
il reste 2 que j'écris sous le 6. 
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JEnfin je multiplie le chiffre a du diviseur par 3 ; le pro- 

idnt est 6 , auquel ajoutant a à raison de l'emprunt supposé 

, fDur la soustraction précédente, la somme est 8, qui, 

\' ^tant retranchée de 9, donne 1 pour reste. 

Toutes ces opérations font voir qu'après avoir retranché 

£u ^vidende 9539 le produit du diviseur 2789 par 5, le 

reste est 1273 mille. 

II. 

A côté de ce reste j'abaisse les 4 centaines du dividende, 
et j'ai 12724 pour second dividende partiel. Je dis, en la 
combien de fois 2 ? Il y est 6 fois ; mais on voit tout de 
suite que ce chiffre 6 est trop grand pour le quotient, 
p^que les 724 unités du dividende partiel, loin de con- 
tenir 6 fois ne contiennent pas même 1 fois les 789 unités 
du diviseur* Ainsi il faut éprouver le nombre 5, en disant, 
5 fois 2 font 10,10 ôté de 12 il reste 2 , qui avec le 7 sui- 
vant du dividende partiel font 27 ; 5 fois 7 font 35 ; mais 35 
ne pouvant être ôté de 27, le 5 est encore trop grand. On 
éprouvera donc le nombre ^, en disant , 4 ^^^^ ^ font 8 ; 
8 ôtè de 12 il reste 4- Comme ce reste est aussi grand que 
le quotient 4^ je conclus, par une observation semblable 
JL celle que nous avons déjà faite ci-dessus , que le chiffre 4 
est bon et doit être mis au quotient. Cela posé , on mul- 
tipliera à l'ordinaire 2789 par 4 , et on soustraira en même 
temps le produit de 12724 comme dans l'opération précé- 
dente ; on trouvera i568 centaines pour reste. 

III. 

A côté de ce reste mettez le chiffre 7 des dixaines du 
dividende^ vous aurez le troisième dividende partiel, 
16687 dixaines. Pour trouver le troisième chiffre du quo- 
tientj vous direz , en i5 combien de fois 2 ? Il y est 7 fois ; 
mais en essayant ce chiffre 7 vous le trouverez trop grand 
pour être le quotient ; le chiffre 6 est encore trop grand; 
mais le chiffre 5 est bon , et vous le mettrez au quotient. 
Faisant ensuite le produit de 2789 par 5 , vous le retran- 
cherez en même temps du dividende 16687 , et vous aurea 
1742 dixaines de reste. 



44 * PREMIERE fARTIE. 

IV. 

EnBn , à côté de ce reste placez le chiffre 5 des unîtes 
du dividende , vous aurez le quatrième et dernier divi- 
dende partiel, ly^^S unitës. Vous direz donc, en 17 com- 
bien de fois a ? Il y est 8 fois ; mais par l'épreuve vous 
trouverez que le 8 et le 7 sont trop grands , et vous ne 
mettrez qu« 6 au quotient. Ayant retranché de 174^5 le 
produit du diviseur 2789 par 6, vous aurez 691 pour der- 
nier reste. 

77. Memarque III, H y a des cas où la division s'abrège 
naturellement par elle-même. Par exemple, qu'on ait à 
diviser un nombre quelconque par un autre qui ne con- 
tient que l'unité suivie de plusieurs zéros ; la division se 
fait tout d'un coup , en séparant vers la droite , par une 
virgule , autant de chiffres dans le dividende qu'il y a de 
zéros dans le diviseur. Ainsi , s'il est question de diviser 
43458 par 1000, je séparerai dans le dividende 4^458 les 
trois derniers chiffres vers la droite , et j'aurai 43,4^8 pour 
le quotient cherché. Car diviser 434^8 par 1000, c'est 
chercher un nombre looo fois plus petit que 43458. Or (20) 
on rend le nombre 43458 mille fois plus petit , en y sépa- 
rant trois chiffres vers la droite par la virgule décimale. 

78. Remarque IV. Lorsque le dividende et le diviseur 
finissent l'un et l'autre par des zéros, on pourra supprimer 
dans les deux le même nombre de zéros, et faire la division 
«ur ces deux nouveaux nombres; le quotient sera toujours 
le même : car, par la suppression des zéros, on rend tout 
à la fois le dividende et le diviseur 10 fois, 100 fois, 1000 
fois , etc. plus petits ; d'où il s'ensuit évidemment que le 
nouveau dividende contient le nouveau diviseur autant de 
fois que le premier dividende contenoit le premier divi- 
seur. Par exemple , qu'il s'agisse de diviser 45ooo par i5oo ; 
je supprime deux zéros dans le dividende et dans le divi- 
seur, c'est-à-dire , je les divise l'un et l'autre par 100. Alors 
l'opération se réduit à diviser 45o par i5 ; ce qui donne 3o 
pour Iç quotient cherché* 
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^ Scholie. Il arrive rarement que le dividende con- 
imne un nombre de fois juste le diviseur : alors le quo- 
isQX, qu'on trouve par les méthodes précédentes ne fait 
{n'approcher du véritable quotient^ dont il ne diffère pas 
Jiéanmoins d'une unité principale ; mais on peut avoir 
besoin d'approcher davantage du véritable quotient^ lors» 
qu'on ne peut l'obtenir en toute rigueur. Les parties dé- 
cimales servent à cet objet : elles font trouver un quotient 
ÇQj ne diffère pas du véritable^ d'une unité décimale de 
xA ordre qu'on voudra. Elles servent de même à trouver 
des quantités approchées pour toutes sortes de dividendes 
et de diviseurs^ qui contiennent ou non des parties déci- 
males^ séparément ou conjointement. Toutes ces opé- 
rations vont être détaillées dans les problêmes suivants , 
qui compléteront la théorie de la division» 

• %o^ Problème III. Ze dwidende et le diviseur ne contenant 
a abord Fun et r autre que des unités principales ,etle pr&» 
mier nombre étant supposé n'être pas exactement divisible 
par le second , déterminer un quotient qui approche du 'vrai 
quotient à moins d'une unité décimale d^un ordre donné. 

Après avoir trouvé les unités principales du quotient , 
comme il a été expliqué , placez à la droite du reste une 
virgule , et écrivez à la suite autant de zéros que vous 
voudrez avoir de chiffres décimaux au quotient. Cette 
opération ne change point ( 21 ) la valeur du reste dont il 
8*agit. Ensuite continuez la division comme si la virgule 
n'existoit pas ; et quand vous aurez épuisé le nouveau di- 
vidende^ séparez vers la droite du quotient, par une vir- 
gule, autant de chiffres décimaux que vous avez mis de 
séros à la suite du reste de la division des unités principales. 

81 m Exemple. Diviser 47 pO'r 7. 

On trouvera d'abord 6 pour P'v- 47 f 7 ^'^'«^"^' 

quotient, et 5 pour reste. Le 5,ooo 3 6^7i4<l»*o»»«nt« 

quotient ne peut pas contenir 10 | 

plus de • 6 unités principales , 3o ^ 

mais il peut avoir encore des 2 

parties décimales. Je supposa 
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qu'on veuille cju'il contienne des millièmes. Je mettiraî ^ 
après le reste 5 une virgule, et à la suite de cette virgule « 
trois zéros; ce qui convertira le nombre 5 en 5,ooo, c'est* ■'^'> 
à-dire en cinq mille millièmes , et n'en changera pas la va« "^^ 
leur {21 ). Cela posé, je continuerai la division sans faire 
d'abord attention à la virgule , c'est-à-dire , comme s'il =; 
falloit diviser 5ooo par 7. Cette division,^ faite à l'ordinairei i 
par parties , donne 714 pour quotient. Ces trois chiffres , 1 
écrits à la suite du premier 6, forment le nombre 6714. , 
Or, ce nombre est 1000 fois plus grand que le quotient 
de 47 divisé par 7, car il est évident que, pour trouver le 
nombre 6714 ^ j'ai opéré comme s'il avoit été question de 
diviser 47000 par 7, c^est-à-dire de diviser un dividende 
mille fois plus grand que le véritable, par le diviseur 7 ; ce 
qui donne évidemment un quotient xooo fois plus grand 
que le véritable. Donc, pour avoir ce dernier quotient, 
il faudra rendre le nombre 6714 mille fois plus petit ; c'est 
ce qu'oa^ob tiendra (so), en y séparant trois chiffres vers 
la droite par une virgule , c'est-à-dire en écrivant 6,714. 

Ce quotieiit 6,714 n'est pas rigoureusement exact, puis- 
qu'il y a eu un reste a dans la dernière division partielle ; 
mais il ne diffère pas d'un m^illième du quotient rigoureux; 
car, à là place du dernier chiffre 4 du quotient, on n'au- 
roit pas pu mettre 5 sans rendre ce quotient trop grand* 

83. Problème IV. Dii^iser un nom^bre qui contient des 
parties décimales , par un nombre qui n^ en contient point» 

Supprimez la virgule du dividende, et faites la division 
fc l'ordinaire : le quotient étant trouvé, séparez-y vers la 
droite , par une virgule, autant de chiffres décimaux qu'il 
y en avoit dans le dividende : vous aurez d'abord par là, 
ou un quotient exact, ou un quotient qui ne différera pas 
du véritable d'une unité décimale du même ordre que la 
plus basse unité décimale du dividende. En effet, par la 
suppression de la virgule du dividende, vous avez rendu 
ce ncfmbre , ou dix fois plus grand , ou cent fois plus 
grand, ou mille fois plus grand, etc. ; d'où il résulte évi- 
demment que le nouveau dividende contient ^^ ou dix fois 
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^, OU cent fois plus, ou mille fois plus, etc. , le diviseur 

iaéturé constant. Ainsi pour rappeler le quotient à sa 

uleur , il faut 7 séparer vers la droite, par une virt^ule , 

lutant de chiffres décimaux qu'il y eu a dans le dividende 

proposé. 

Lorsque la division ne se fait pas exactement, et qu'on 
veut approcher davantage du véritable quotient, il faut 
écrire i la suite du reste autant de zéros qu'on veut avoir 
dejDouveaux chiffres décimaux au quotient, et continuer 
l'opération de la même manière. 

83. Exemple. Dwiser 79,69 par 24. 

Je fais l'opération comme s'il ^'^-79,59 fa^dîWseur. 
s'agîssoit de diviser 7969 par 24 ; 7^ Is^sTôIq^ 

le quotient est 33 1 avec le reste 1 5. 7,5 

Séparant deux chiffres décimaux 7>^ 

vers la droite (parce qu'il y a deux ^i} 

chiffres décimaux au dividende TJo 

proposé) j'ai 3,3i , qui ne diffère ^44 

pas du véritable quotient d'un 60 

centième. 4^ 

Si, maintenant , on veut avoir i^ 

un quotient qui ne diffère pas du véritable quotient d'un 
dix millième, il faudra écrire deux zéros à la droite du reste 
i5; et en continuant la division, on trouvera les deux 
nouveaux chiffres décimaux 62 ; de sorte que le quotient 
total est 3,3162, qui ne diffère pas du vrai quotient d'un 
dix millième. 

84. Problème V. Diviser un nombre qui contient ou ne 
contient pas des parties décimales , par un nombre qui en 
contient. 

!•** Si le dividende et le diviseur contiennent le même 
nombre de chiffres décimaux, on supprimera la virgule 
de l'un et l'autre ; et la question sera de diviser un nombre 
qui ne contient point de parties décimales, par un autre 
nombre qui n'en contient point, ce qui la rappelle au 
problème III. En effet, par la suppression de la virgule 
dons le dividende et dans le diviseur, on les rend l'un et 
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Tautre^ ou dix fois plus grands^ ou cent fois plus grand* Jh''* 
oai mille fois plus grands , etc. D'où il suit que le noiiVeaûi*'* 
dividende contient autant de fois le nouveau diviseur qucf^ 
le dividende primitif contient de fois le diviseur primitif ir^** 

2.® Si le dividende contient plus de chiffres décimaus ^ 
que le diviseur^ avancez la virgule du dividende d'autant in 
de places vers la droite ^ qu'il y a de chiffres décimaux :s: 
dans le diviseur ^ et supprimez la virgule du diviseur. Par ::ii 
là vous rappellerez la question au problème iv ; car par iv. 
cette double opération vous rendez le dividende et le di- n 
viseur l'un et l'autre , ou dix fois plus grands^ ou cent fois 
plus grands^ ou mille fois plus grands^ etc.; ce qui ne 
change point la valeur du quotient. 

3.** Si le dividende ne contient point de chiffres déci- 
maux^ ou s'il en contient moins que le diviseur^ suppléez 
à ce défaut par des zéros \ ensuite supprimez la virgule du 
dividende et du diviseur; ce qui ne change point la valeur 
du quotient, et ce qui rappelle la question au probl. m. 

85. Exemple I. Dwiser 349,78 par 5,43. 

Le dividende et le diviseur contenant le même nombre - 
'de chiffres décimaux, je supprime les deux virgules; et 
la question est de diviser 34978 par 543. Le quotient est 
64 unités principales, et 226 unités principales de reste. Si 
on veut avoir le quotient à moins d'un millième, on écrira 
trois zéros à côté du reste , et on continuera la division ; 
on trouvera finalement le quotient 64,4^6 qui ne diffère 
pas du véritable quotient d'un millième. 

86. Exemple II. Dis^iser 78,3478 par 24,37. 

Le dividende contenant quatre chiffres décimaux , 
tandis que le diviseur n'en contient que deux, j'avance 
la virgule dans le dividende , de deux rangs vers la droite, 
0t je supprime la virgule dans le diviseur; ce qui me donne 
7834,78 à diviser par 2437. Le quotient est 3,2 1 et le 
reste 12,01. Si on veut avoir un quotienj: qui ne diffère 
pas du véritable d'un dix-millième , on écrira deux zéros 
k la suite du rtste, et on continuera la division ; on aura 
'^jtAlAfiiQii|jia quotient total cherché 3,2 1 49* 
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9f, Exemple III. Dwiser 78^3 par 3^534. 

£e dividende ne contenant qu'un seul chiffre décimal, 

lodisque le diviseur en contient trois, j'écris deux zéros 

ilt suite du dividende; ce qui me donne 78,300 à diviser 

fira^534. J® supprime les deux virgules , et la question 

M de diviser ySSoo par 2534 : le quotient est 3o unités 

piindpales, et le reste est 2280 des mêmes unités. Si on 

veut pousser le quotient jusques aux millièmes, on écrira 

trois zéros à la suite du reste, et on continuera la divi- 

lion ; ce qui donnera finalement pour le quotient cher- 

ché 3o,8g9« 

88. Problème VI. DivUer un nombre par un autre nom^ 
hre. plus grand que lui , et troui^r un quotient qui ne diffère 
JHU de la vraie partie que le dividende est du diviseur, dune 
unité décimale d*un ordre donné. 

1." Si les deux nombres ne contiennent ni Tun niPautre 
des parties décimales , écrivez à la suite du dividende 
autant de zéros que vous voulez avoir de chiffres déci- 
maux au quotient ; faites ensuite la division à Tordinaire ; 
et quand le quotient sera trouvé, séparez-y vers la droite, 
par une virgule , autant de chiffres décimaux que vous 
avez écrit de zéros après le dividende proposé. 

a.* Sile dividende-et le diviseur contiennent tous deux, 
ou si Tun seulement contient des parties décimales, vous 
préparerez ces nombres (au moyen des zéros qu'il est per- 
mis d'écrire après la virgule décimale), de manière qu'on 
. puisse supprimer la virgule décimale du diviseur, s'il y en 
a une ; ensuite vous écrirez après le dividende actuel un 
nombre de zéros, tel qu'il en résulte au quotient le nom- 
bre de cbiffres décimaux qu'on désire. 

Sg. JExemple I. Diviser 5 par 67, de manière que le quo^ 
lient ne diffère pas du véritable quotient y d*un dix millième, 

A la place de 5 écrivez 5, 0000, et faites la division 
comme si le dividende étoit 5ooo ; vous trouverez pour 
quotient 746- Mais ce quotient est 10000 fois trop grand; 
vous aurez donc le quotient cherché, en écrivant 0,0746* 
On voit que le quotient ne contient, ni unités principales/^ 

Arithmétique. 4 i 
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nî dixièmes. Il ne diffère pas du quotient rigoureux, d^utl 
dix millième \ car à la place du dernier chiÊfre 6^ on n'au- 
roit pas pu écrire 7, sans rendre le quotient trop grand» 

90. Exemple II. Dii^iser 5,4 p^r 6j^5^, 

Le dividende est plus petit que le diviseur^ mais le pre*' 
ihîer nombre ne contient qu*un chiffre décimal, tandis 
que le second en contient deux. Au lieu du dividende 5,4^ 
j'écris 5,40, ce qui n'en change pas la valeur. On a dono 
5^40 à diviser par 67,54. Supprimant ^a virgule des deux . 
'nombres, le quotient ne change point de valeur, et il ne 
$'agira plus que de diviser 540 par 6764 ; ce qui revient au . 
premier cas. 

Si on veut avoir un qtiotîent qui ne diffère pas du quo- 
tient rigoureux, d'un millième, on écrira trois zéros à la 
suite du dividende 540 ; ce qui donnera 540,000 à diviseï* 
par 6754* Supprimant la virgule, et faisant la division, on 
trouvera 79 pour quotient. Mais ce quotient est 1000 fois 
trop grand, puisqu'on a rendu, par la suppression de la 
virgule, le dividende 1000 fois trop grand. Donc le quor 
tient cherché est 0,079. 

91. Exemple III. -Dimcr 5,37894 ;K?ûr 67,54. 

Le dividende , qui est toujours pjus petit que le divi- 
seur, contenant ici cinq chiffres décimaux , tandis que le 
dernier n'en contient que deux , j'avance la virgule déci- 
male dans le dividende, de deux rangs vers la droite ; et 
je supprime la virgule du diviseur. Alors il s'agit de diviser 
537,894 par 6754: 1# quotient est 0,079, à moins d'un 
millième. On poussera la division plus loin , si l'on veut 
. avoir un quotient qui approche davantage du vrai quotient* 

Preui^ede la multiplication et de la division* 

90. La multiplication et la division peuvent servir à se 
.'vérifier mutuellement. 

Puisque dans la division le produit du diviseur par le 
quotient doit donner un produit égal au dividende , il est 
évident que si, après avoir fait une multiplication, on 

regarde le produit comme le dividende d'une division ^^ 
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Stju'on dîrise ce nombre par le miiltiplicanile, on doit 

J couver poTir quotient le multiplicateur, ou que si l'oa 

divise par le multiplicateur, on doit avoir pour quotient 

' le multiplicande. Si cette condition n'est pas remplie, 

c'est un signe que la nmltiplicatîon a été mal faite, et il 

faut la recommencer. 

Récipioqnement la multiplication peut servir à vérifier 
la division. Car si la division a été faite sans reste, il faut 
que le produit du diviseur par le quotient redonne le di- 
vidende ; et si l^yivision n'a pas été faîte sans reste « U ^ 
faut qu'après avoir ôté le reste du dividende, la partie rea- 1 
tante de ce dividende soit égale au produit du diviseu^ ] 
par le quotient. Sinon, la division aura été mal faite. 

'Autre preuve, nommée la preuve par g. 

g3. Un exemple suffira pour faire entendre en général j 
la pratique et la théorie de cette nouvelle preuve. 4 

Suppo&ons qu'ayant multiplié 7484^6 par 368, Toiii 1 
ayeï. trouvé pour produit 375431808, et que vous veuilles 1 
savoir si ce produit est juste ; vous ajouterez pour cela 
tous les chiEEres 7, 4j 8, 4j 5, 6, du multiplicande comme 
si chacun d'eux représentoit des unités simples, et voua 
rejeterez les g à mesure qu'il y en aura dans la somme ; 
"jpette opération vous donnera le reste 7 : semblable ment, 
Vous ajouterez les chiffres 3, 6, 8 du multiplicateur, et 
rejeterez les g ; ce qui vous donnera le re^e 8; en- 
suite vous multiplierez le premier reste 7 par le second 8; 
ce qui vous donnera le produit 56; vous ajouterez les 
deus chiffres 5 et 6 dont il est composé et vous rejeterez 9 
de la somme; il vous restera z. 

Maintenant, si, en opérant de la même manière s 
produit 575431808, vous trouvez également a pour restd 1 
(comme on le trouve en effet ici ), vous conclurez fr^ J 
probablement que votre multiplication a été bien faite. 

On voit que la même preuve s'applique à la division, J 
en considérant le dividende (déduction faite du reste d 
Udivisioo, a'ilyea a VlU\, le diyisQur et le ^uotlea^g 
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comme le produit, le multiplicande et le multiplicateur 
d'une multiplication* 

Cette règle est fondée sur les considérations suivantes* 
Si Ton retranche tous les 9 contenus dans un nombre 
exprimé par un chiffre significatif suivi d'un nombre quel- 
conque de zéros, le reste sera exprimé par un chiffre égal 
au chiffre significatif de ce nombre* Par exemple, si du 
nombre 70, on Ate tous les 9 qu'il contient, on aura le 
reste 7; si du nombre 600 , on ôte tous les 9, on aura le 
re^te 6; si du nombre 8000, on ôte tous les 9, on aura le 
reste 8; ainsi des autres. Par conséquent notre multipli- 
ca]ide.7484S6, étant la même chose que 700000+40000+ 
8ooô+4<><^"+"5o+6, il s'ensuit qu'en rejetant de chacune 
de ses parties tous les 9 qu'elle contient, on aura le reste 
7+4+8-+-4-*-5+6 ; lequel donne, en effectuant les addi- 
tions indiquées et rejetant tous les 9, le reste 7. Sembla- 
blême nt, le multiplicateur 368 donne le reste 8. Donc, si 
vous avez à multiplier ensemble les deux facteurs 748456 
et 368, et que vous veuillez rejeter tous les 9 du produit, 
sans effectuer ce produit , vous n'aurez qu'à rejeter tous 
les 9 des facteurs, puisque la multiplication de ces 9 par un 
nombre quelconque ne donneroit que des 9. Alors vous 
aurez simplement 7 à multiplier par 8 ; ce qui donne le 
produit 5d ; donc en ajoutant ces deux chiffres 5 et 6, et 
^tant 9 de la somme, on aura le reste z. Ce reste doit donc 
être égalyau reste qiie Ton trouve en ajoutant les chiffres 
du produit 275431808, et rejetant les 9, supposé qu'en 
effet ce produit soit véritablement celui qui résulte de la 
multiplication de 748456 par 368. 

J'ai employé ci-dessus l'expression très^prohahleinent , 
parce <jue la règle proposée n'est pas infaillible ; car , si 
par exemple, dans le produit 275431808 ; on avoit inter- 
verti l'ordre de quelques chiffres, comme si on avoit écrit 
275431088 ; si, pour le zéro on avoit mis un 9, ou qu'on eût 
écrit pour produit27543i988,etc.: il est évident que la règle 
induîrôit en erreur. Mais, comme il est probable qu'en 
opérant avec un peu d'attention on ne commettra pas des 
fautes de cette nature^ on ne doit pas tout à fait renoncer 
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à l'usage de cette règle qui est très-commode dans la pra- 
tique» On voit qu'elle a toujours lieu^ lorsque la multiplica- 
tion est juste ; mais on ne doit pas conclure que récipro- 
quement la multiplication est juste, lorsque la règle a lieu* 



CHAPITRE VIL 

Des Fractions» 

'^KJv appelle unité fractionnaire une partie de Funîté 
principale supposée partagée en plusieurs parties égales; 
^X. fraction ou nombre fractionnaire , nombre rompu , la col- 
lection de plusieurs de ces parties. Par exemple, que 
Tunitë principale soit divisée en quatre parties égales^ et 
qu'on en prenne trois , on formera la fraction trois quarts, 
qui a pour unité un quart de Funité principale. Il est clair 
que Vunité fractionnaire est, à Fégard des fractions qui 
en dérivent, ce que Funité principale est à Fégard des 
nombres qu'elle produit^ en s'ajoutant continuellement à 
elle-même. 

Quelquefois on appelle simplementyracrion Funité frac- 
tionnaire. 

gS. Pour exprimer une fraction , on emploie deux 
nombres; Fun qui marque en combien de parties égales 
Funité principale est divisée, et qu'on appelle dénomina^ 
ieur\ l'autre qui inarque combien on prend de ces parties^ 
et qu'on appelle numérateur. On distingue ces deux nom- 
bres Fun de l'autre, en les séparant par une petite barre 
horizontale : le numérateur s'écrit au dessus de cette 
barre, le dénominateur au dessous. Ainsi^pour exprimer 
la fraction trois quarts , on écrit \. Pour exprimer la frac- 
tion cinq huitièmes y qui marque que Funité principale est 
partagée en huit parties égales , et qu'on en prend cinq , 
on écrit |. Ainsi des autres. 

Le numérateur et le dénominateur s'appellent \^%tierntes 
de la f r£iction. 
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gG, Une fraction est concrète ou abstraite, selon que 
l'unité principale, dont elle fait partie , est concrète ou 
abstraite. 

97. Toute fraction peut être considérée comme le quo- 
tient de son numérateur divisé par son dénominateur. 
Par exemple , la fraction \ n'est autre chose que le quo- 
tient de 5 divisé par 8; car diviser 5 par 8, c'est prendra 
la huitième partie du tout représenté par 5, ou partager 
ce même tout en huit parties égales. Or, il est visible qua 
chacune des unités du nombre 5 produira une de ces nou- 
velles parties. Donc les 5 unités du même nombre produi- 
ront 5 nouvelles parties , c'est-à-dire cinq huicièmes parties 
de l'unité principale, ou la fraction {. 

g8. Puisque le numérateur d'une fraction exprime le 
nombre de ses unités , il est clair que si , sans toucher au 
dénominateur, on rend le numérateur un certain nombre 
de fois plus grand ou pins petit, c'est-à-dire, si on le 
multiplie ou si on le divise par un certain nombre ; il est 
clair, dis-je, que la nouvelle fraction sera égale au pro- 
duit de la première multipliée ou divisée par le nombre 
qui a multiplié ou divisé le numérateur. Par exemple, 
soit la fraction -^ : si^ sans toucher à son dénominateur 
i»5, l'on multiplie ou l'on divise son numérateur 6 par 2, 
on formera, ou la fraction -ff qui est égale au produit de-^ 
par a, ou la fraction-^ qui est égale au quotient de la frac- 
tion -^ divisée par a. 

9g. Si, au contraire, sans toucher au numérateur d'une 
fraction, l'on multiplie ou l'on divise son dénominateur 
par un certain nombre, la nouvelle fraction sera égale à 
û première divisée ou multipliée par le nombre qui a mul- 
tiplié ou divisé le dénominateur j car le dénominateur 
exprime en combien de parties égales l'unité principale 
est partagée ; et par conséquent le nombre de ces parties 
demeurant le même, la fraction est d'autant plus petite 
ou plus grande que le dénominateur est plus grand ou 
plus pelic. Soit, par exemple , la fraction ■n' * si^ sans 
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Toucher au numërateur^ l'on multiplie ou l'on divise le 
rf^nominateur 12 par 3^ on formera ^ ou la fraction -^ ^ui 
estëgale au quotient de la fraction ■—• divisée par 3^ ou la 
fraction ^ qui est égale au produit de la fraction -^ multi-. 
pliée par 3. 

loo* Il suit des deux cas qu'on ne change point la valeur 
d'une fraction^ en multipliant tout à la fois^ ou en divi*- 
Mnt tout à la fois^ son numérateur et son dénominateur 
par un même nombre» Par exemple^ si on a la fraction ^^ 
et qu'on multiplie son numérateur et son dénominateur 
par le même nombre 2^ on formera la nouvelle fraction 
\ qui a miéme valeur que la première. De même , si on a 
la fraction -^^ et qu'on divise son numérateur et son dé- 
nominateur par le même nombre 8 , on aura la nouvelle 
fraction j qui est de même valeur que •^. 

' ICI. Lorsque le numérateur d'une fraction est égal à 
ton dénominateur , la fraction vaut 1 • Ainsi , les frac- 
tions ^, ^, valent chacune i, puisque le quotient de tout 
nombre divisé par lui-même est nécessairement i« 

102. Si le numérateur d'une fraction est plus grand que 
êon dénominateur^ cette fraction vaut plus de 1 , et con- 
tient une ou plusieurs unités, principales. Pour rlétermi- 
ner ces unités^ il faut diviser le numérateur par le déno- 
minateur. Soit, par exemple, la fraction ^* Je divise 58 
par 9, et j'ai 6 pour quotient et 4 pour reste. Ce reste 
doit être aussi divisé par 9 ^ ou partagé en 9 nouvelles 
parties, et le quotient est la fraction ^é La fraction pri- 
mitive ^ vaut donc 6 |, c'es-à-dire, 6 unités principales 
plus la fraction ^. 

2o5. Tout nombre entier peut être réduit en une frac- 
tion qui ait tel dénominateur qu'on voudra, et cela en 
multipliant ce nombre par le dénominateur qu'on veut 
avoir. Par exemple, le nombre 3 est la même chose que 
la fraction 7 qui a 1 pour dénominateur, ou que la frac- 
lion I qui a a pour dénominateur, et pour numérateur le 
produit de 3 par 2 ; ou que la fraction ^ qui a 3 pour.dé- 
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nomlnateur, et pour numërateurle produit de 3par 3, etc.î 
car, dans tous les cas , en divisant le numérateur par ie 
dénominateur, on trouvera le nombre 3. 

io4- SchoTîe. La fonction du numérateur d'une fraction 
est simplement d'indiquer le nombre des unités fraction- 
naires dont elle est composée; mais l'espèce ou la gran- 
deur de cesunitésjpar rapport à l'unité principale, dépend 
du dénominateur. C'est donc ce dernier nombre qui ca- 
ractérise la nature d'une fraction. Ainsi, lorsqu'on vou- 
dra combiner ensemble plusieurs fractions, pour savoir 
quelle est la plus grande, ou poUr les ajouter, ou pour 
soustraire les unes des autres , il faudra commencer par 
les réduire au même dénominateur , afin qu'ayant par ce 
moyen des unités de même espèce, l'usage qu'on en veut 
faire ne dépende plus que de leura numérateurs. 

io5. Problème I. Réduire plusieurs Jraclions au même 
dénomina teur. 

Multipliez le numérateur et le dénominateur de chacune 
d'elles par le produit des dénominateurs de toutes les 
autres : vous formerez ainsi de nouvelles fractions (qu'on 
peut ap-pehr /ractioii s composées ) qui auront pour déno- 
minateur commun le produit de tous les dénominateurs, 
et qui auront mêmes valeurs que les fractions primitives 
( loo), puisque le numérateur et le dénominateur de cha- 
cune de celles-ci auront été muiiipilés par un même 
nombre. Soient, par exemple , les deux fractions ; et - 
qu'il s'agit detîéduire au même dénominateur. Je multi- 
plie les deux termes de la première par j, et les deux 
termes de la seconde par6j ce qui me donne les deux 
fractions composées ^ et -^, qui ont le même dénomina- 
teur, et mêmes valeurs que les deux fractions primitives. 
Qu'on ait les trois fractions |, |, f, à réduire au même 
dénominateur : on multipliera les deux termes de la pre- 
mière par 24 , produit des deux derniers dénominateurs ; 
les deux termes de la seconde par 56, produit du premier 
et du troisième dénominateurs ; les deux termes de la 
troisième par ai , produit des deux premiers dénomina- 
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tenrs. Ces opérations donneront les trois fractions corn- 

P'*^^* 7^ ^ T?î > tÎi ^ V^^ ^^^ ^® même dénominateur , et 
mêmes valeurs que les fractions primitives f > f/ ^« 

io6* Corollaire. Deux fractions ëtant réduites au même 
dénominateur^ il est évident que la plus grande est celle 
quia le plus grand numérateur. Or^ comme le numéra- 
teur de la première fraction composée est le produit du 
numérateur de la première fraction simple par le déno- 
minateur de la seconde fraction simple^ et que le numé- 
nteur de la seconde fraction composée est le produit du 
numérateur de la seconde fraction simple par le dénomi- 
nateur de la première fraction simple , concluons que de 
àeux fractions qui ont des dénominateurs différents, la plus 
grande est celle dont le numérateur multipUé par le dénomi» 
nateur de Vautre donne un produit plus grand que celui du 
numérateur de cette dernière fraction par le dénominateur 
de la première. Par exemple , je vois que des deux frac* 
tionsy^^^Ia première est plus grande que la seconde, 
parce que le produit de 6 par 4 , c'est-à-dire 24 ^ est plus 
grand que le produit de 3 par 7, c'est-à-dire ai. Des deux 
fractions 7j, |, la seconde est plus grande que la pre- 
mière^ parce que le produit de 5 par i3^ c'est-à-dire 65, 
est plus grand que le produit de 9 par 6, c'est-à-dire 54. 

107. Problème IL Additionner ensemble plusieurs frao- 
donSm 

On ne peut ajouter ensemble que des nombres de même 
espèce ; et comme l'espèce d'une fraction dépend , ainsi 
que nous l'avons déjà remarqué , de son dénominateur^ 
si les fractions qu'on propose d'ajouter ensemble n'ont 
pas le même dénominateur, on les réduira d'abord au 
même dénominateur. Cela posé, on ajoutera ensemble 
tous les numérateurs, et à la somme on appliquera le dé- 
nominateur commun. La raison en est claire; car les nu- 
mérateurs marquent les nombres d'unités , et la somme 
doit contenir des unités de même espèce que celles des 
parties dont elle est composée. Ainsi , par exemple , la 
somme des deux fractions f et 7 est |. Qu'on propose 
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d'ajouter ensemble les trois fractions |, f , { ; ces fractions 
étant réduites d'abord au même dénominateur^ et deve-« 
nant ainsi tH, t7î> ti?^ on ajoutera ensemble les trois nu- 
mérateurs^ et on trouvera la somme 36i , sous laquelle. 
on écrira le dénominateur commun i68. Par ce moyen , 
on aura f|j pour la somme des trois fractions proposées. 

io3. Remarque. Quand , après avoir ajouté ensemble 
plusieurs fractions ^ le numérateur de la somme est plus 
grand que le dénominateur , comme dans le dernier 
exemple, cette somme contient une ou plusieurs unités 
principales ou entières, qu'on détermine ( 102} en divi-* 
sant le numérateur par le dénominateur « Ainsi, dans la 
fraction 7^ ^ divisant le numérateur par le dénominateur, 
on trouvera que cette fraction vaut 2 )^, c'est-à*dire a 
entiers plus la fraction Hi. 

109. Problème III* Soustraire une fraction d^une autre. 
Les deux fractions doivent être de même espèce , et 

avoir par conséquent le même dénominateur. Ainsi si , 
dans l'état où on les propose , elles n'avoient pas le même 
dénominateur, on commenceroit parles réduire au même 
dénominateur. Cela posé, retranchez le plus petit numé- 
rateur du plus grand , et appliquez au' reste le dénomina- 
teur commun : la fraction que vous formerez ainsi sera la 
différence des deux fractions proposées. Par exemple, 
pour retrancher de la fraction \ la fraction | , je retranche 
5 de 7, et j'ai pour le reste le nombre a sous lequel j'écris 
le dénominateur 9 ; je forme ain^i la fraction | , qui est 
la différence des deux fractions \,\* Si de la fraction \ il 
falloit retrancher la fraction -^^ je réduirois les deux 
fractions au même dénominateur, et-j'aurois fi, H^ dont 
la différence est ||. 

110. Problème IV. Multiplier un nombre quelconque , en^. 
lier ou rom,pu , par une fraction. 

La multiplication par une fraction n'est pas une opé- 
ration simple comme pour les nombres entiers j elle 
renferme repliement deux opérations^ savoir, une mul- 
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tîpUcation par le numérateur de la fraction , et une divi- 
sion par son dénominateur. En effet, soit, par exemple, 
le nombre quelconque A à multiplier par la fraction ^. 
En multipliant le nombre A par le numérateur 3 , on a un 
produit quatre fois trop grand, puisqu'on ne doit multi- 
plier que par le quart de trois. Ainsi , pour réduire ce 
produit à sa juste valeur, il faut en prendre le quart, 
c'eftt-à-<lire le diviser par 4» Le même raisonnement s'ap- 
plique à tous les autres cas , et nous pouvons conclure en 
général que pour' multiplier un nombre donné par une 
fraction , il faut multiplier d'abord ce nombre par le 
numérateur de la fraction , et diviser le produit par le 
dénominateur de la même fraction. 

Gela posé, soit, i.** le multiplicande un nombre entier. 
Alors multipliez cet entier par le numérateur de la frac- 
tion multiplicateur , et appliquez au produit le dénomi- 
nateur de la même fraction. Ainsi, qu'on ait à multiplier 
le nombre 8 par la fraction f , on multipliera 8 par 7 , et 
on formera la fraction produit^; cette fraction vaut 6|. 

a.® Soit le multiplicande une fraction. Je multiplie les 
deux numérateurs l'un par l'autre , et les deux dénomi- 
nateurs aussi l'un par l'autre ; je forme ensuite une frac- 
tion qui ait pour numérateur le premier produit et pour 
dénominateur le second ; elle sera le produit des deux 
fractions proposées. Ainsi, qu'on ait à multiplier la frac- 
tion I par la fraction | ; je multiplie 6 par 3 , le produit 
est 18 ; Je multiplie 7 par 8 , le produit est 56, Avec ces 
deux produits je forme la fraction j|, qui est le produit 
des deux fractions données. Car , en multipliant le nu- 
mérateur de la fraction | par 3, on multiplie (98) cette 
fraction par 3; et en multipliant son dénominateur 7 par 
Sj on divise (99) cette fraction par 8. Donc, par les 
deux opérations, la fraction f est multipliée par le numé- 
rateur de la fraction multiplicateur, et divisée par le dé- 
nominateur de la même fraction , ce qui est conforme à 
la règle prescrite. 
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111. Problème Y. Diviser un nombre quelconque entier 
ou rompu par une fraction^ 

Diviser un nombre quelconque A par une fraction est 
encore une opération composée , qui consiste à diviser 
ce nombre par le numérateur et à le multiplier par le dé- 
nominateur de la fraction* Que la fraction soit , par 
exemple^ \, En divisant le nombre A par 3 on a un quo- 
tient quatre fois plus petit, puisqu'on ne doit diviser que 
par le quart de 3. Ainsi , pour réduire ce quotient à sa 
juste valeur, il faut le multiplier par 4* La question est 
donc la même que s'il s'agissoit de multiplier le nombre A 
par la fraction j. 

On voit par là que la division par une fraction se réduit 
à la multiplication par la fraction inverse. Quand on vousi 
proposera donc 4e diviser un nombre par une fraction , 
renversez cette fraction, c'est-à-dire, faites du nunléra- 
teur le dénominateur et du dénominateur le numérateur, 
ensuite opérea comme dans l'article précédent. Par exem- 
ple, soit le nombre 3 à diviser par la fraction |, l'opéra- 
tion revient à multiplier 3 par |; ce qui donne ^-j- pour le 
quotient cherché. Qu'il faille diviser \ par \ ; l'opération 
se réduit à multiplier j par j, ce qui donne 77 pour la 
quotient cherché. 

112. Problême VI. Evaluer une fraction par rapport à 
un tout d^une espèce donnée* 

Soit, par exemple , la fraction | d'une livre ( monnoie) 
qu'on veuille évaluer en sous. Multipliez cette fraction 
par le nombre de fois que la livre contient le sou , c'est- 
à-*dire par 20; vous aurez la nouvelle fraction — , qui re» 
présente évidemment des parties de sou : en effectuant la 
division du numérateur par le dénominateur, on trouvera 
que cette fraction vaut 16 sous et ~ d'un sou. 

Si on veut évaluer les ^ d'un sou en deniers, on multi- 
pliera cette fraction par le nombre de fois que le sou 
contient le denier, c'est-à-dire par 12 , ce qui donnera 
^, fraction de deniers; et divisant réellement 48 par 6, 
on trouvera que la fraction 7 de sou vaut 8 deniers. Ainsi 
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la yaleur de la fraction primitive \ d'une livre étant exprîr- 
znëe en sous et deniers est 16 sous 8 deniers. 

En opérant de la même manière^ on trouvera que la 
fraction 7 d'une livre vaut 8 sous 6 deniers et f de denier. 
La fraction I d'une toise vaut 2 pieds 6 pouces lof lignes, 
La fraction | d'une heure vaut â5 minutes 4^ f secondes. 

1 13. Remarque. Les parties décimales sont des fractions 
qui ont pour dénominateur l'unité suivie d'un ou plu- 
sieurs zéros : elles peuvent donc s^évaluerpar la méthode 
précédente ; mais la forme sous laquelle on les écrit faci- 
lite et abrège le calcul. Veut-on savoir, par exemple , 
combien le nombre décimal 0,4^8, relatif à la toise qui 
est Funîté principale , vaut en pieds , pouces et lignes ? 
Comme la toise vaut 6 pieds, il est évident qu'en multi- 
pliant ce nombre par 6 , on aura un produit qui expri- 
mera des pieds et des parties décimales de pied. Ce 
produit est 2,748 , c'est-à-dire 2 pieds et 0,748 de pied. 
Je multiplie la partie 0,748 par 12 , afin de l'évaluer en 
pouces; le produit est 8,976, c'est-à-dire 8 pouces et 
0,976 de pouce. Multipliant la partie 0,976 par 12, afin 
de l'évaluer en lignes ; le produit est 11^712 , c'est-àdire 
11 lignes et 0,712 de ligne. On peut pousser l'évaluation 
plus loin, en sous-divisant continuellement la ligne en 12 
parties égales. Mais en s'arrêtant aux opérations précé- 
dentes, on voit que le nombre décimal proposé, o,458 
de toise, vaut 2 pieds 8 pouces n lignes et 0,712 ou —^ 
de ligne. 

De rabaissement ou réductions des fractions. 

1 14* n arrive très-souvent qu'on a besoin de considérer 
des fractions exprimées par de grands nombres, soit que 
ces fractions se présentent immédiatement sous une telle 
forme, ou qu'elles soient amenées par le résultat d'un 
calcul. Or, plus le numérateur et le déai^iateur d'une 
fraction sont grands , plus l'esprit a de peine à se faire 
une idée précise de la fraction , c'est-à-dire de la partie 
que le numérateur est du dénominateur. Qu'on propose. 
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par exemple, la fraction — : en divisant > ce qui est pos* 
sible y son numérateur et son dénominateur par a5, nous 
formerons ( loo) la fraction équivalente f. Or, on a une 
idée bien plus nette de la fraction \ que de la fraction 77- : 
car, dans la première, on a besoin simplement de se re- 
présenter que l'unité principale est partagée en cinq par- 
ties égales , et qu'on prend une de ces parties ; au lieu 
que dans la seconde il faut concevoir que l'unité princi- 
pale est partagée en laS parties égales, et qu'on en prend 
û5. On voit donc qu'il est très-utile de savoir exprimer 
les fractions parles plus petits nombres qu'il est possible. 
Nous en donnerons le moyen après avoir établi quelques 
principes touchant les nombres premiers et les nombres 
composés^ 

1 15- On appelle nombre premier ou nombre simple tout 
nombre qui n'a pas d'autre diviseur que lui-même et 
l'unité ; tels sont les nombres 2, 3, 5, 7, 11, i3, etc. Un 
nombre qui peut se diviser par un autre nombre que lui- 
même^ ou que l'unité, s'appelle nombre œmposé; tels sont 
les nombres 4, 6, la, etc. ; car 4 est divisible par a 5 6 
est divisible par 2 et par 3 , etc. 

1 16. !Deux nombres qui, comparés ensemble , n'ont pas 
d'autre diviseur commun que l'unité , sont appelés nom^ 
ires premiers entre eux. Ainsi 3 et 5 sont des. nombres 
premiers entre eux, 3 et 4 sont aussi des nombres premiers 
entre eux. On voit par le second exemple qu'il n'est pas 
nécessaire queles deux nombres comparés ensemble soient 
lies nombres premiers. On nomme généralement nombres 
premiers entre eux , deux nombres quelconques qui n'ont 
d'autre diviseur commun que l'unité , soit que ces nom- 
bres considérés en particulier soient d'ailleurs décompo- 
fiables ou non en plusieurs facteurs. La seule condition 
yequise pour cette dénomination est que les Jiombres 
comparés n'aient pas de facteurs communs , à l'excep-. 
Cion de l'unité qui divise nécessairement tout nombre. 

1117. Il est nécessaire en plusieurs, occasions (et la ques^ 
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tion se rapporte immédiatement à la matière présente) d^ 
savoir déterminer par ordre tous les nombres simples ou 
'premiers. La solution de ce problème dépend des considé- 
rations suivantes. 



I. 



Les termes de la suite des nombres naturels i^Si,5, j\^ 
5^6, 7, 8^ 9^ lo^ 11, iz, i3, i4, i5, etc. étant pris de 
deux en deux, depuis 2, sont divisibles par 2; étant pris 
de trois en trois , depuis 3 , sont divisibles par 3 ; étant 
pris dé quatre en quatre, depuis 4 > sont divisibles par 4; 
toinsi de suite» Par exemple , 4 ^^^ divisible par 2 ; 6 est di-^ 
^ûble par 3 ; 16 est divisible par 4 > etc. La raison en est 
igue les termes de la suite proposée allant en croissant 
d'une même quantité ou différence 1, le quatrième terme 
4 est égal au second 2 plus la différence 1 répétée deux 
fois ; d'où il suit que 4 ^^^ divisible par 2 , puisqu'il est 
Composé de deux parties divisibles chacune par 2 ; de 
même 6 est divisible par 3; car 6 est égal à 3 plus la diffé* 
^ence i répétée 3 fois^ etc. 



iii 



Semblablement les termes de la suite des nombres 
impairs (ou des nombres non divisibles par 2}, 1, 3^ 5,7, 
g, 11 y i3, i5, 17, 19, 21, 23,25, 27, 29, 3i, 33, etc. 
étant pris de trois en trois , depuis 3 , sont divisibles par 
3; étant pris de cinq en cinq , depuis 5, sont divisibles 
par 5; étant pris de sept en sept, depuis 7, sont divisibles 
par 7; ainsi de suite. Par exemple , 9 est divisible par 3 ; 
Si5 est divisible par 5; 35 est divisible par 7, etc. La raison 
en est que les termes de la suite proposée allant en crois- 
sant de la même quantité ou différence 2, le quatrième 
terme 9 est égal au second 3 plus la différence 2 répétée 
trois fois ; d'où il suit que 9 est divisible par 3 , puisque ^ 
est composé de deux parties divisibles chacune par trois : 
de même 26 est divisible par 5 , parce que le terme 25 est 
ë|;al au terme 5 plus la différence 2 répétée dix fois , etc.. 
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III. 

Cela posé, tous les nombres premiers ëtant Impairs, t "* 
rexception du nombre 2, il est clair que pour avoir toui "• 
les nombres premiers , noii compris 2 , la question est ^• 
seulement d'exclure de la suite des nombres impairs touft ^ 
les nombres composés. Or, on parviendra à cette exclu-* ^J 
sion en effaçant de la suite des nombres impairs , ::: 

1.^ Tous les termes pris de trois en trois, à compter ^^ 
depuis 3 ; 

2.^ Tous les termes pris de cinq en cinq, à compter i 
depuis 5 ; i 

3.^ Tous les termes pris de sept en sept, à compter i: 
depuis 7 ; ' \ 

Ainsi de suite. Par là on aura différentes suites, quô h 
j'appelle suites des termes effacésm - ■* 

IV. 

On observera, par rapport à ces suites de termes effa-»»,' 
ces , que la quatrième , c'est-à-dire celle qui se compte- 
roit depuis 9, est comprise dans la première; car, ayant 
effacé de la suite entière des nombres impairs tous les 
termes pris de trois en trois, depuis 3, on a aussi effacé 
tous les termes pris de neuf en neuf, depuis 9, puisque 9- 
est multiple de 3. Pareillement la suite de termes à effa- * 
cer, à compter depuis i5^ seroit comprise dans la seconde 
suite de termes effacés , à compter depuis 5 ; car, ayant 
effacé de la suite des nombres impairs tous les termes pris 
de cinq en cinq , depuis 5 , on a aussi effacé tous les 
termes pris de quinze en quinze, depuis i5, puisque i5 
est un multiple de 5. Il en sera de même pour toutes le$ 
suites de pareille nature. 

V. 

On observera encore , par rapport à ces mêmes suites , 
que dans la seconde les termes effacés depuis 5 jusqu'à ' 
aS, quarré (1) de 5, ont déjà été effacés dans la première ; 

(i) On appelle quarré d'un nombre, le produit de ce uombr^ 
znultipUé par ^ui^^uxèuxt. 
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qnedans la troisième les termes effacés depuis 7 jusqu'à 
J^, quarrë de 7, ont déjà été effacés dans les deux pre- 
nières; que dans la suite des termes qu^on devroit effa- 
eer comme multiples de 1 1^ depuis 1 1^ les termes à effacer 
lepuis 11 jusqu'à 121, quarré de 11, ont déjà été effacés 
jinsles suites précédentes ; ainsi de suite. £h effet^ il est 
fdiir^ par exemple^ que le terme i5 pris dans la suite gé- 
i^rale des nombres impairs doit être en même temps 
loltiple de 3 et de 5 ; car , par rapport à 3 ^ on a 1 5= 3 -+- 
1X6, et, par rapport à 5, qui, dans la suite des nombres 
impairs, est plus avancé d'un numéro vers la droite que 
5, on a i5 = 5-f-aX5=5-f-aX6 — 2; ce qui se réduit à 
S+1X6. De^nême le terme 21, pris dans la suite générale 
desnombres impairs, doit être en même temps multiple 
de 3 et de 7; car, par rapport à 3, on a 21 =3-f-2 X g , et, 
par rapport à 7, qui, dans la suite des nombres impairs, 
Mtplus avancé de deux numéros vers la droite que 3, on 
a 21=7 + ^X7=74-^X9 — 2X2; ce qui se réduit à 
S+2X9. On appliquera l'esprit du même raisonnement à 
tous les autres cas , et on en conclura de plus que par- 
delà les quarrés des nombres 5, 7, 11, etc., il se trouve 
encore des nombres communs, dans les différentes suites 
de termes^ qu'on doit effacer. Ainsi les opérations néces- 
saires pour arriver aux nombres premiers, ne sont pas 
aussi nombreuses qu'elles le parpissent au premier coup- 
d'œiL On peut les abréger encore par d'autres considéra- 
tions qui s'offriront d'elles-mêmes dans le calcul. 

Rallier des Ourmes (Mém. présentés à V académie des 
imnces, tome V^ page 485) a traité au long cette matière 
déjà ébauchée par Molières {Leçons de Math. ^ tome 1 , 
foge igS). 

Je joins ici une petite table qui contient tous les nom- 
bres premiers depuis 1 jusqu'à 2017. 



^/TtkméliÇid^» 



r 
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Commencement d'une Table pour les nombres premierii 



,39 



769 


ioi3 


773 


1019 


787 


loai 


797 


[o3i 


809 


io33 


811 


1039 


821 


1049 


823 


io5. 


827 


1061 


829 


io63 


839 


1069 


853 


,087 


887 


1091 


8,59 


.093 


863 


J097 


877 


iio3 


881 


H09 


883 


1117 


887 


II23 


907 


,,29 


9" 


iiSr 


919 


iiS3 


929 


ii63 


937 


1171 


941 


1181 


947 


,187 


953 


,,93 


967 


laoi 


97' 


I2l3 


977 


1217 


983 


laaS 


991 


laag 


997 


12^. 


1009 


1.37 



249 

209 

277 

279 
1283 

1289 

1291 

1297 

i3o3 
i3o7 

i327 
i36i 
i367 
1373 
t38i 
1409 
1423 
1427 
1429 
■4^3 
1409 
■447 
1451 
14Ô3 
1459 
1471 
1481 
1483 
1487 
1489 
1493 



■499 
i.5ii 

■ S23 
iS3i 

■ S43 
i54Q 
iSS3 
■559 
1.567 
1S71 

■ 579 
i583 

■597 
1601 
1607 
1609 
■6i3 

■ 619 
162 
1627 
i63. 
i657 
i6«3 
1667 
1669 
1693 
1697 
1699 
1709 
,72, 
172J 
.733 
1741 
■747 



[901 
,907 
[910 
193. 
[933 
1949 

:973 
1979 
1987 
1993 

■997 
999 
3oo3 
201 1 

2017 
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118. Une autre question utile est de savoir déterminer 
•pKT ordre lous les diviseurs d'un nombre composé. 

Soit, par exemple, le nomliFe 144 ^^^^ ou deoiando 
tous les diviseurs. 

i." Essayez de diviser 144 par tous les nombres pre- 
miers 1, 3, 3, 5, 7, etc. ayant soin de DmdenJe^ 

pousser la division parunméme nombre 

tant qu'elle sera possible. Ofj en divi- i44 
sant 144 par ij le Ljuotient est i44' di- 73 

visant 144 para, le quotient est 72; 36 

divisant 72 par a, le quotieot est 36; 18 

divisant 36 par 2, le quotient est 18; g 

divisant 18 para, le quotient est 9; et 3 

la division par 2 n'est plus possible. Di- 1 

visant g par 3, le quotient est 5; divi- 
sant 3 par 3, le quotient est i; et la division par les nom-* 
très simples est épuisée. 

a.° 11 est clair que le nombre 144 ^st encore divisible 
par tous les multiples des diviseurs simples qu'on vient de 
trouver, c'est-à-dire par toiis les produits de ces diviseurs 
pris de toutes les manières possibles, deux à deux , trois 
à trois , quatre à quatre, etc. Faisons ces produits, ea 
nous contentant d'écrire une seule fois ceux qui sont les 
mêmes ; nous trouverons les résultats suivants : 



I 



deux à deux 4> ^, 9 

trois à trois 8, 12, 18 

quatre à quatre 16, 24) ^^ 

cinq à cinq 4^; jz 

Par conséquent tous les diviseurs, tant simples (jua 
composas (écrits chacun une seule fois, ) du nomtire 144, 
sont 1,2, 3, 4,6,8,9, la, 16, 18,24,36,48,72. 144^ 

119. Problème VU. Réduire une fraction à ses moindre^ ] 
termes. 

Pour réduire une fraction à ses moindres termes, ou 
pour la représenter par les plus petits nombres possibles^ 
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il faut diyiser son oumérateiir et son déuoniinateiir par ' 
Je plus grand commun diviseur qu'ils puissent avoir; ce 
qui ne change pas la valeur de !a fraction (too). 

/.''' manière, 

Dausla pratique , où l'on emploie, autant qu'on peut, 
des opérations simples et espéditives , l'usage est d'abais- 
ser une fraction à de moindres termes, en divisant suc- 
cessivement son nuinf^rateur et son dénominateur par les 
nombres premiers 2, 3, 5, 7, etc., si la chose estpossible, et 
tant qu'elle estpossible. Soit , par exemple, la fraction ~^j 
qu'il s'agit d'abaisser ; je divise le numérateur et le déno- 
minateur par a , et j'ai la fraction ~ qui a (100) même va- 
leur que la précédente ; je divise encore une fois par 2 ; 
et j'ai Ja fraction ^ qui a toujours même valeur. Deux 
nouvelles divisions par 2, qui donnent j. La division par 
2 n'est plus possible; je divise par3, et j'ai la fraction y qui 
est exprimée par les plus petits nombres possibles , parce 
que le numérateur et le dénominateur sont des nombres 
premiers entre eux. Ainsi la fraction -~ réduite à se» 
moindres termes est j. 

On voit que, lorsqu'on a épuisé la division par un divi- 
seur, il est inutile de tenter les divisions par les multiples 
de ce divisetir, parce qu'on est sûr qu'elles ne réussiroient 
pas. AîQsi, par exemple, ayant divisé par 3 autant qu'il 
estpossible, on ne doit essayer de diviser ni par 4, ni par 
6, ni, etc. Le» nombres premiers suivants sont les seuls 
qu'on doive éprouver pour diviseurs. 

Cette méthode est facile et commode; mais on sent 
qu'elle n'est dans le fond qu'un tâtonnement : elle peut 
laisser quelqtiefois dans Tincertitude si l'on a épuisé en 
effet tous les diviseurs communs au numérateur et au 
dénominateur, lorsque ces deux nombres sont considéra- 
bles, et qu'on n'a pas la patience de pousser l'épreuva 
des diviseurs aussi loin qu'il seroit nécessaire. 

/ /.' manière. 

Cherchez, parla méthode de l'article 118, tous les dî- 
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TÏieurs du oumérateur et tous ceux <Iu disnomînateur. Si 
dans les deux suites de diviseurs il s'en trouve qui soient 
les mêmes , divisez le numérateur et le dénominateur da 
la fraction proposée par le plus grand de ces diviseurs 
communs. Soit, par exemple, la fraction f^; qu'il faut 
réduire à ses moindres termes. Je trouve que la suite des 
diviseurs du numérateur est i , 2, 3, 4> 6, 8, 13, 16, 24» 
Sa, 4S, 96; et que la suite des diviseurs du dénominateur 
est i, a, 3, 4) 5, 6, 9, lo, 12, i5, 18, 20, 3o, 3G, 45, 60, 90, 
i3o. D'où je conclus que 12 est le plus grand commun di- 
viseur de g6 et de 180. Divisant donc les deux termes de 
la fraction ■;Vî p3r i2j je la réduis à celle-ci^, quiaméoi» 
valeur , et dont les termes sont premiers entre eux. J 

J 1 1.* manière. "■ 

Soit encore la fraction ■— qu'on veut roduîre à ses 
moindres termes, ou dont il faut trouver le plus grand di- 
viseur commun à son numérateur et à son dénominateur. 
H est d'abord évident que ce plus grand commun diviseur 
ne peut pas être plus grand que le plus petit des deux ter- 
mes de Va fraction, qui est le numérateur 96. J'essaie si gS 
est ce diviseur; 96 se divise lui-même, mais il ne divise 
180 qu'avec un reste 84. r.a frastion~est donc la mémo 

chose que — ^ - ^ ^ . Zn cet état je vois qn^ l« plus grand 
diviseur cherché ne peut pas excéder 84, autrement il uo 
divîseroit pas la partie 84. J'essaie si 84 est ce diviseur ; 
84 se divise lui-même, mais il ne divise 96 qu'avec un 
reste la. La fraction peut donc être écrite sous cette forme 
«4-4- '- 



peut pas excéder 12, autrement il ne diviseroit pas 1 
Yoyoas si 12 est ce diviseur; la se divise lui-même; u;J 
ilirise aussi 84. Il divise donc toutes les parties de la frac- 
tion. Donc il est diviseur commun du numérateur et du 
,dèaomiaateur : et de plus il est le plus grand diviseur 
commun de ces deux termes ; car ou voit par la suite de 
nos opérations qu'un nombre plus grand que la n'auroit^ 
pu diviseriez àeux mêmes termes. 



70 PREMIÈRE PARTIE. 

Après nous être assurés de la sorte que 12 est le plus 
grand commun diviseur cherché , si nous divisons 96 et 
ï8o par 12, nous réduirons la fraction -^^ à celle-ci ~ qui 
est sa plus, simple expression. 

En réfléchissant sur Tesprit des opérations précédentes^ 
on voit que la méthode dont il s'agit revient à cette règle : 
Jiivisez le plus grand terme de la fraction par le plus petit ; 
et si la division se fait sans reste y ce plus petit terme est le 
plus grand commun diviseur cherché. Si la division ne se fait 
pas sans reste , divisez le plus petit terme par le premier 
reste ; et si la division se fait sans reste , le premier reste est 
2e plus grand diviseur cherché. Si elle ne se fait pas sans 
reste , divisez le premier reste par le second; et si elle se fait 
sans reste , le second reste sera le diviseur cherché. Si la di- 
çision ne se fait pas sans reste, vous continuerez à opérer de 
même jusqu'à ce que vous trouviez un reste qui divise exao* 
tentent le précédent. Ce reste diviseur sera le plus grand di-- 
viseur commun dts deux termes de lafractionr^ de manière 
iju^en les divisant actuellement par lui, vous réduirez la 
fraction à ses moindres termes. 

Si^ dans la suite de ces calculs on ne parvient pas à faire 
une division saiis reste, et si en «conséquence le dernier 
de tous les restes est r«û£ré, ce sera une marque que la 
fraction est P^prloiëe par ses plus simples termes^ et 
çju'ello^ça.c irréductible. 

»- • 
JDesi fraction^ de fractions. 

120. De mémie que les fractions ordinaires se forment 
de parties de l'unité principale (94); si nous concevons 
qu'une fraction çst partagée en plusieurs parties égales ^ 
le nombre qui exprimera une ou plusieurs de ces parties 
sera une fraction de nouvelle espèce, qu'on appelleyrao- 
ifon de fraction. Par exemple, 3i on a la fraction f , et qu'on 
en prenne les j , on formera la fraction de fraction ~de^ , 
qui s'énonce ainsi : deux tiers de trois quarts. On met, 
comme on voit, l'article de entre les deux fractions par 
lesquelles une fraction d<i fraction est .exprimje«r 
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^ai. Rien n'empêche de foimerj suivant la niême loi, 

aes fractions de fraction de fraction j et de pousser celte 

I division aussi loin qu'on voudra. Telle est la fraction de 

I fraction de fraction ^ de^ de^, qui signifie qu'on prend 

1 les quatre dnijuièmes de la fzaction de fraction trois quarts 

I de deita: tiers. Telle est encore la fraction de fraction de 

' fraction de fractionnée y (/fi; f^e^j qui signiiîe qu'on prend 

tes sue .se^fic/nej de la fraction de fraction de fraction quatre 

ànquièmes de trois quarts de deux tiers , etc. 



Propriété générale de s /raclions de fraction. 



123. Les fractions de fraction, en quelque nombre 
qu'elles soient combinées ensemble, peuvent toujours ètr»' 
réduites à des fractions simples. Il faut pour cela nnultipliei' 
les unes par les autres les fractions simples qui entrenj 
dans leurs expressions. Par exemple, la fraction de frac- 
tion y Je ^ est égale au produit de ;par ~. Car, pour avoir 
les deux tiers de trois quarts, il faut d'abord diviser trois 
quarts par 3 et prendre ensuite deux fois le quotient ; ce 
«^vû se réduit (i lo) à mnltiplierla fraction ~ parla fraction y. 
La fraction-produit est -^ ou \, qui est équivalente à | lie ;. 
De même, la fraction de fraction de fraction ^de'^de\ peut 
être réduite eu une fraction simple. Car, d'abord :j ife ^ 
revient à ^, et | «/e ~ revient à ~ ou ^. Ainsi des autres. 

Des/raclions continues, ■ 

ia3. Si l'on divise le plus grand terme d'une fraction par I 
!e plus petit , le plus petit par le reste , ce premier reste 1 
■parle second reste, le second reste par le troisième, ainsi de 
suite ; on développera cette fraction en une suite descen- 
dante qu'on appelle fraction- continue. Les fractions parti- 
culières qui entrent dans son expression peuvent en être 
appelées les fractions intégrantes. Eclaircissous cela par un 
«xemple. 

i2/(. Soit la fraction 7^77^7—7777 dont le numérateur Qx-t| 

prime à peu de chose près la circoufi-reuce d'un cercle J 

ndisqueledénomlQuteur eu exprime le diamètre, comme 



1 

m 
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on le verra en géométrie. En divisant le numérateur et !e 
dénominateur par ie dénominateur, qui est le plus petit 
terme, elle devient 5+ .','„' .VA'A'A - Divisons le numérateur 
et le dénominateur de la partie fractionnaire par son nu- 
mérateur ; cette partie devient - 



7+7 



. Divisons I( 



numérateur et le dénominateur de la partie fractionnaire 
(jui est au dénominateur par son numérateur; cette partie 

devient ~t tttttttt- Divisons le numérateur et le déno- 
minateur de la partie fractionnaire qui est au dénomina- 
teur par son numérateur; cettepartie devient — — — ^ „ — ï - ; - ; ' 

Divisons le numérateur et le dénominateur de la partie 
fractionnaire qui est au dénominateur par son numéra- 

Ainsi de suite. Par 

pro- 



teur : cette partie devient 

toutes ces opérations nous convertirons la fracti 
posée |l'l!!I"t^ en la fraction continue , 



293 H 



- etc. 



On voit par la formation de cette suite j et par la ma- 
nière dont elle est écrite , qu'en allant de gauche à droite 
le dénominateur de chaque fraction intégrante doit être 
augmenté du résultat de toutes les fractions subséquentes 
à droite , résultat qui se trouve comme nous Talions voir 
en expliquant l'usage des fractions continues. 

ia5. Ces sortes de fractions servent à représenter d'une 
manière approchée j et avec de petits nombres, la valeur 
d'une fraction irréductible et exprimée par de grands 
nombres. Pour cela, on arrête la suite à un certain terme, 
et on néglige toute sa partie située à la droite du terme 
dont il s'agit. Toutes choses ('-'ailleurs égales, l'approxima- 
tion sera d'autant plus exacte que la première fraction 



ARITHMÉTIQUE. CHAP. VIT. ySB 

intégrante qu'on escUil aura nn plusgrand dcnomiDateuiv 
Appliquons cela à notre escmpie. 

I." En prenant seulement le premier terme 3 delà fratf 
lion continue que nous venons de trouver , on aura untt J 
première valeur approchée de la fraction proposée -^^ 
II est évident que cette valeur est moindre que la véritable, 
a." Prenons les deux premiers termes de la même suite: 
nous aurons pourseconde valeur approchée 3 + rj. Or, en 
réduisant l'entier 3 en une fraction qui ait 7 pour dénomi- 
nateur ^ la somme 3 -f- j est la_méme chose que^ + ?-> 
c'est-à-dire —-. Cette valeur est plus grande que la fraction 
proposée; carie dénominateur 7 de la fraction intégrant ey 
est trop petit, puisqu'il doit être augmenté du résultat des 
fractions qui sont à droite , et qu'on néglige. Or il est clair 
qu'on augmente la valeur d'une fraction, lorsque, sans 
toucher à son numérateur , on diminue son dénominateur. 
Donc la fraction j est trop grande, et conséquemment la 
fraction -^ est aussi trop grande. 

3. "Prenons les trois premiers termes de notre stiite: nous - 

aurons pour troisième valeur approchée 3 H , La 

fraction ~ doit être ajoutée au dénominateur 7 de la pré- 
cédente ; je réduis donc 7 en une fraction qui ait 1 5 pour 
dénominateur ; cette fraction est—, en sorte quey + -^ 
est la même chose que ■—■ + ~ , ou ■^. Ainsi la fraction 
continue partielle — , n'est autre chose que t^, expres- 
sion qui représente le quotient de la division du nombre 1 
par la fraction ~ , et qui est par conséquent (111) la méuie 
chose que -77;. Lavaleurdes trois premiers termes de notre 
suite est donc 3 + ~, ou bien (en réduisant 3 en une 
tractàoa qui ait 106 pour dénominateur) -77^ + rh°^ tH- 
Cette valeur est trop petite ; car le dénominateur de la 
fraction intégrante ~ où l'on s'est arrêté est trop petit» 
Donc la fraction^ est trop grande; donc le quotient do IJ 
divise par cette fraction , c'est-à-dire -^ , est trop petit. 
Donc l'assemblage 3 -h ^^ ou fif est trop petit. 

4." 'S.D prenant le& quatre premiers termes aoiis a.\\- 
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aurons pour quatrième valeur approchée 3-+- 



7+75--' 



La dernière fraction 7 ou i doit être ajoutée au déno- 
minateur 1 5 de la précédente. Ainsi— r- , vaut tV» Ajou- 
tant cette fraction au dénominateur 7^ la somme est -Vr» 
Donc la fraction continue partielle — _j_i vaut ttt, 

/ * r . I i «» 

lÔ 



c^est-à-dire ('111) —» Donc la valeur qu'on cherche est 
3 -h 1^, ou bien -Hf -+- tit^ ou enfin ^. Cette valeur est 
trop grande ; car la dernière fraction intégraçte 7 est trop 
grande. Donc la fraction ~ est trop petite; donc la frac- 
tion ^ est trop grande; donc aussi la fraction f^^^^^^^P 
grande. 

Si on veut pousser l'approximation plus loîn^ on con- 
tinuera d'opérer de même, et on trouvera de nouvelles 
valeurs alternativement plus petites et plus grandes que la 

fraction proposée Y^~. La dernière valeur trouvée 777 
approche extrêmement de cette fraction^ parce .que le 
dénominateur de la fraction intégrante 777, qu'on com- 
mence à exclure en ce cas^ est fort grand. 

126. Remarque. Si , au Heu de la fraction !Ilô!!Ô!oof ^ on 
avoit la fraction inverse 7~~4H4 , la première valeur f 
seroit trop grande; la seconde ~ trop petite; la troisième 
7^ trop grande ; la quatrième 7^ trop petite ; ainsi de suite 
alternativement. 
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CHAPITRE VIII. 

Notions sur les différentes espèces de mesures en 
usage j formation et calcul des nombres corn- 
pleaces j rapports des nouvelles mesures adoptées en 
France f avec les anciennes. 

127. II. y a différentes sortes de mesures en usage , soit 
dans le commerce , soit dans les sciences ; et chacune 
d'eUes a son unité fondamentale de laquelle tous les nom- 
bres de même nature dérivent par aggrégation, ou par 
fons-diyision. Ces mesures sont : 

1.® Les mesures de distances ou à& longueurs , appelées 
mesures linéaires* 

a.° Les mesures superficielles y qui font connoître com- 
bien, de fois une surface donnée, telle que celle d'un jar- 
din , ceUe d'une pièce d'eau, etc. , contient une certaine 
mesure quarréeÇi)^ prise pour unité. 

3.** Les mesures de capacité ou de contenance , par les- 
quelles on détermine combien de fois un corps donné 
contient la mesure, soit cubique, soit réductible à unejhnne 
cubique , qui a été prise pour l'unité; par exemple, com- 
bien un tonneau contient de pintes de vin, en prenant la 
pinte pour l'unité. 

4»^ Les mesures de poids , pour savoir combien de fois 
un corps pesant, ou l'assemblage de plusieurs corps pe- 
sants, contient le poids pris pour unité. 



Ti) On appelle mesure qnarrée y ou un if narré, une surface ter- 
minée paT quatre lignes e'gales, perpendiculaires entre elles. De là 
résulte l'idée de la mesure cubique , ou du cube, par où Ton entend 
un solide 9 en forme de dcz, terminé par six faces quarrces égales. 

Nous empruntons ces notions de la géométrie, ou nous les regar- 
dons comme des connoissances primordiales, assez intelligibles par 
elles-mêmes, au moyen de la simple lumière naturelle, qui fournit 
iBuIe les premiers élémcuts de toutes les scienoes. ; 
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5.° Les mesures monétaires , pour comparer à une pièce 
de montioie dont la valeur est donnée, toutes les pièces 
de monnoîe , soit d'un même métal, soit de différents 
métaux, qui circulent dans le commerce. 

6." IjËf, mesures de temps , pour rapporter tous les temps 
à une même unit^, qui se règle ordinairement sur le cours 
du soleil, ou sur celui de la lune. 

On pourroit ajouter encore à cette énumération lesme- 
sures angulaires ; mais, outre qu'elles reyiennent dans le 
fond aux mesures linéaires dont nous avons parlé, on ne 
pourra s'en faire une idée claire et distincte que dans la 
géométrie , et en particulier dans la trigonométrie. 

128. Lorsque la quantité qui a été prise pour unité n'est 
pas contenue un nombre juste de fois dans les choses {de 
même espèce) qu'on veut mesurer, les parties restantes, 
comparées à cette unité, forment des fractions. Or les 
nalculs nécessaires pour trouver les sommes, ou les diffé- 
rences , ou les produits , etc. , de plusieurs fractions 
peuvent être longs et embarrassants , surtout si elles 
n'ont pas le même dénominateur. Alors on a préféré de 
(endre au même but en subdivisant l'unité principale 
en plusieurs autres unités , chacune de celles-ci en 
d'autres unités , ainsi de suite ; de sorte qu'on a par là 
continiiellâment de nouvelles unités qui vont toujours en 
diminuant, et qui sont toutes réductibles aux unités de la 
ylus basse espèce. Ainsi , par exemple, on employoit ci- 
devant la luise ou le pied , pour l'unité dans les mesures 
de distances ; la toise se divisoit en 6 pieds, le pied en iz 
pouces, le pouce en 12 lignes, etc. Dans les monnoies, 
on prenoit la livre pour l'unité; et on divisoit la livre en 
ao sols, le sol en 12 deniers, etc. Il est clair que dans tous 
les cas les plus hautes unités pouvoient être converties en 
unités de la plus basse espèce. Par exemple, cnmuitiplîanï 
les toises par 6 , on les convertissoit en pieds; en multi- 
pliant les pieds par 12, on les convertissoit en pouces, etc. 
De même, dans les monnoies, en multipliant les livres 
par 20 , ou les convertissoit en sols ; en multipliant les 
lois par 12, on les convertissoit en deniers; etc. 
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Par ces différentes manières de subdiviser l'unité prin- 
cipale dans les différentes espèces de choses^ on forme 
des nombres dont les assemblages s'appellent /zoTwireicom- 
plexesm Ainsi^ dans les mesures de distances^ l'assemblage 
345 toises 5 pieds 8 pouces est un nombre complexe ; de 
méme^ dans les monnoies^ l'assemblage 754 liv. i5sols 8 d. 
est un nombre complexe. 

lag. Quoique l'usage des anciennes mesures ait été 
^ aboli parmi nous^ je ne puis cependant me dispenser d'on 
ionnet ici des notions un peu détaillées, soit pour faciliter 
Fintelligence des ouvrages oii elles sont employées , soit 
pour faire connoître les bases d'où l'on est parti pour éta- 
blir les nouvellds mesures dont nous parlerons ci-dessous. 
Voici donc de petites tables qui contiennent 1.° les signes 
par lesquels on indique les anciennes mesures. 2.® Les 
rapports des unités de différentes valeurs , dans chaque 
espèce de choses. 

Mesures linéaires» 

i.® On désigne la toise par T ^ le pîed par P , le pouce 
par p , la ligne par L , le point par pt, etc. 

;a.** OnaiT=:6P; iP=ijap; ip=i;iL; iL=±:i2pt; etc. 

Mesures superficielles» 

1 .^ On désigne la toise quarrée par TT , ou par T* ; le 
pied quarré par PP^ ou par P*; le pouce quarré par pp, 
ou par p*; la ligne quarrée par LL, ou par L^; etc; 

;a.** On a 1 T^=36P%- 1 P^=i44p^; 1 p^=i44L%- etc. 

Mesures de capacité. 

!.• On désigne la toise cube par TTT, ou par T^; le 
pied cube par PPP, oiï par P^ ; le pouce cube par ppp y ou 
par p^ ; la ligne cube par LLL , ou par L^; etc* 
;a.« On a 1 T^=2,i6 P^; 1 P3=i728p3; 1 p3=;i728L3; etc. 

Mesures de poids. 

i,® On désigne la livre (poids) par ft, le marc par M, 
l'once par O ou 5^ le gros par G ou 3^ le denierparDou§, 
le grain par g, etc. 



\ 
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a.*" On a itb=aM; iM=8l; 15=35; i3==24D; etc. 

Mesures monétaires. 

1 .* On désigne la livre ( monnoie) par ^ ^ le sol par • ; le 
denier par ** ; etc. 
^J^ On a i*=2o«; i»=i2'* ; 1^=12 oboles^ etCv 

Mesures de temps. 

1.** On désigne le Jour par J^ Theure par H^ la minute 
par ', la seconde par ", etc. 

2.** On a 1 3=2^ H ; 1 H=6o' ; i'=6o'' 5 etc. 

Cela posé , je passe aux opérations de l'arithmétique sur 
les nombres complexes ; Je me bornerai à ceux qui sont 
principalement utiles dans le commerce ordinaire de la 
société. . 

Je n'ai pas besoin de faire observer qu'on ne peut opérer 

dans chaque calcul que sur des nombres complexes de 

même nature ; que, par exemple, il seroit absurde de vou- 

.loir ajouter un assemblage de toises, pieds, pouces, aveo 

pn assemblage de livres, sols et deniers. 

addition des nombres yCOJnplexes. 

m 

i5o. Ecrivez les nombres qu'il s'agit d'ajouter, les uns 
sous les autres , de manière que ceux de même espèce 
soient dans une iméme colonne; et commencez par ajouter 
les nombres de la plus basse Valeur : retenez autant d'u- 
nités qu'ils en peuvent fournir, pour les porter avec celles 
de l'espèce immédiatement supérieure. Le résultat de 
toutes ces additions forme la somme totale. 

i3i. Exemple I. Additionner ensemble les trois nombres 
composés chacun de lii^res , sols et deniers , qu'on voit ici. 

Je commence par ajouter ensemble les 
deniers ; et comme les dixaines de deniers Z^S^ 8* 9** 
ne sont pas des unités particulières, et 54^ 12 11 
qu'il faut 12 deniers pour faire un sou^ on ^455 10, 6 
ajoutera à la fois les dixaines de deniers 334i^ 1^^ a** 
avec les unités , ppur ne former du tout 
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qu'une même somme. Ainsi je dirai 9 deniers et 1 1 deniers 
font 20 deniers, et 6 deniers font 26 deniers. Dans ces 26 
deniers il y a â'sous et a deniers. J'écris les 2 deniers sous 
la colonne des deniers, et je retiens 2 sous pour les ajouter 
arec les sons. 

Passant à Faddition des sous , et observant que deux 
dîiaines de sous font une livre, j'additionnerai successi- 
Tement les unitës et les dixaines de sous. Je dirai donc 
a' de retenus de la colonne des deniers, et 8' font 10% et 
refont lia*. J'écris 2* sous les unités de sous, et je retiens 
idixaine de sous pour la joindre aux dixaines de sous. Je 
poursuis , et je dis , 1 dixaine de sous de retenue , et 1 
dixaine font 2 dixaines , et 1 font 3 dixaines, qui donnent 
idixaine de sous et 1*^. J'écris la dixaine de sous, et je re- 
tiens 1** pour la joindre à la somme des livres. 

Cette somme se trouve comme nous l'avons vu pour les 
nombres incomplexes. 

Ainsi la somme totale des trois nombres proposés est 
S341* 12* a*. 

11 est clair que , dans les nombres de ce genre qu'on 

propose d^ ajouter ensemble, il ne peut pas entrer au rang 

des sous plus de ig sous, ni au rang des deniers plus de 

11 deniers; autrement il en résulteroit des livres et des 

¥)us, guiseroient censés faire partie des livres et des sous 

et qu'il faudroit y rapporter. De même, s'il étoit question 

d'ajouter ensemble des nombres composés de jours, d'heu- 

lei, de minutes , on ne pourroit pas mettre plus de 2,3 

knres au rang des heures, ni plus de 69 minutes au rang 

d» minutes. Ainsi des autres espèces de nombres com- 

• 
iSx Exemple II. Ajouter ensemble les trois nombres sui" 

^fttiSfÇui sorte composés de toises, pieds, pouces. 
La somme des pouces est 29 , qui don- 34^^ 5p 8p^ 

itot 5 pouces et 2 pieds. J'écris les 5 98 3 la 
ttoes y et je retiens les 2 pieds pour les ^^49 4 ^Q 
indre aux pieds. 1694^ 2i> ^^ 

La somme des pieds ; en y coioprwanjt le*» ^ dont on 
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▼lent de parler^ est 14 > qui donnent 2 pieds et 2 toises ; 
j'écris les 2 pieds^ et je retiens les deux toises. 

Ces deux toises, jointes à la somme de toutes les autres 
toises, forment la somme de i6g4 toises. 

Ainsi la somme totale des trois nombres qu'il s*agissoit 
d'ajouter est 1694^ a? 5p°- 

Soustraction des nombres complexes. 

i33. Ecrivez le plus petit nombre sous le plus grand en 
mettant les unités de même espèce les unes sous les autres, 
et retranchez toutes les parties inférieures des supérieures 
en commençant par les unités du plus bas ordre. Quel-^ 
quefois on sera obligé d'emprunter sur les colonnes des 
plus hautes unités ; on entendra facilement par des exem- 
ples comment ces emprunts doivent se faire. 

134. Exemple I. Du nombre ^5/^^ 17' 1 1 ** 

écer le nombre 269 i5 8 

Reste 3995*^ 2« 3<« 

Commençons; par retrancher les deniers des deniers. 
En ôtant 8 de 11** restent 3^, qu'on écrira sous les deniers. 

Otant i5* de 17% c'est-à-dire les unités de sous des uni- 
tés de sous, et la dixaine de la dixaine , restent 2' qui s'é- 
crivent sous les unités de sous. 

La soustraction des livres se fait comme pour les nom- 
bres incomplexes, et ce reste particulier est 3996 ^^ 

Ainsi le reste de toute l'opération est 3996** 2* 3^. 

i35. Exemple II. Du nombre 4^5**^ 4'' 7^ 

éter le nombre 29 17 9 

Resie 396^^ fr 10^ 

Comme on ne peut pas ôter 9 deniers de 7 deniers , 
j'emprunte sur les 4 sous 1 sou qui vaut 12 deniers, et 
qui, joint aux 7 deniers, forme la somme 19 deniers, 
dont ôtant 9 deniers , restent 10 deniers que j'écris. 

On ne peut pas ôter 7 sous de 3 sous , ou 8 sous de 4 

sous. Ainsi on empruntera sur les 5 livres une livre qui 

vaut 2 dixaines de sous ; prenant une de ces dixaines , et 

^nt à 4 sous, on aura 14 sous, dont retranchant 
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ri SOUS, reitenl 6 sous qu'on écrira. Ensuite, àtant de 
l'autre dîxaine empruntée !a dixaine inférieure, reste o. 

Il ne s'agit plus que de retrancher 29 livres de 4^4 liv. , 
Qu, ce qui revient au même, 5o livres de 425 livres^ res- 
tent 3g5 livres. 
Le reste de la soustraction est donc 3g5'* 6' io''i 

i36. Exemple III. Du nombre ....... 634*^ qP'- o^"- 

ôter le nombre ûS 4 11 

Bere "535^ {^. ^. 

Comme il n'y a ni pieds ni pouces dans le nombre su- 
périeur, pn emprunrera sur les loisirs une toise qui vaut 
6 pieds ; et sur ces G pieds, on en prendra un qui vaut 13 
pouces , dont retranchant 1 1 pouces , reste 1 pouce. 

De 5 pieds ôtatit 4 pieds, ou de tS pieds otaut 5 pieds;, 
reste 1 pied. -; 

De 634 toises ôtant 69 toises, restent 565 toises. 

Le reste de toute Ia soustraction est donc 565 ip'- i'^. 



I 
I 



137. Exemple IV. Du nombre. 
^ter le nombre .* . 



5486ft o" 05 o5 
^49 I 7 7 
R"« 5i36ft . 
H faut emprunter sur les livres du nombre supérieur t 
livre qui vaut 2 marcs; sur ces 2 .marcs prendre 1 marDj 
ijui vaut 8 onces ; sur ces 8 onces prendre i once qui vaul 
8 gros; ensuite faire la soustraction comme dans l'esempll 
précédent. On trouvera pour reste 5i36)b o" o j i ~ 

MaUipllcaùon des nombres complexes- ' 

l'riS. Il peut arriver que le multiplicande étant corn* 
plexe, le muUiplicateur soit incomplexe, ou bien que lé 
multiplicande étant incomplexé ou complexe, le multi*. 
plicateur soit complexe ; ce qui fait deux casque je vaîft 
examiner séparément. 

iSg. I. cas. ie muliipUcateur étant incomplexe. 

Le multiplicateur étant toujours destiné à marquer com- 
bien de fois on repète le multiplicande pour former lo \ 
produit, ne peut jamais être qu'un nombre abstrait- Oa ( 

Arithméti(jue. _ , & 
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trouve le produit en multipliant toutes les parties du mul-^ 
tiplicande par le multiplicateur, et ayant soin de retenir 
pour les ordres supérieurs les unités que les produits infé- 
rieurs peuvent y fournir. 

140, Exemple. Multiplier 345»*^ 8* 6^ 

P^r 9 

Prodoit 3io8"^ 16^ 6^ 

Ayant disposé le multiplicande et le multiplicateur 
comme on le voit ici , je commence par multiplier les & 
'deniers par 9; le produit est 64 deniers , qui contiennent 
'4 sous et 6 deniers. J'écris les 6 deniers , et je retiens les 4 
sous pour les joindre aux sous. 

Le produit de 8' par 9.est 751» , qui , avec les 4* de retenus , 
font 76" j c'est>-à--dire 3**^' iff ; j'écris les 1^* , et je retiens les 
3 livres. 

Le produit de 5** par 9 est 45^> ?^î^ B^ec les 3*^ de rete- 
nues , font 48**^. Le reste de l'opération s'achève comme 
pour les nombres .incomplexes ; et on trouve quele pro- 
duit total est 3io8*^ i6» 6^. 

* • • • • , 

i4i» Remarque. Dans cet exemple, oh. le multiplicateur 
n*est exprimé que par un seul chiffre , nous avons com- 
mencé l'opération par les deniers, et nous avons déterminé 
tout d'un coup les sous fournis par les deniers , et les livres 
fournies par l'es sous. Mais si le multiplicateur étpit exprimé 
par plusieurs chiffres, les mêmes déterminations ne seroien t 
pas faciles à exécuter de tête ; pour y parvenir il faudroit 
faire à part des multiplications , et ensuite des divisions 
pour convertir les espèces inférieures en d'autres d'ordres 
supérieurs, ce qui demanderoit beaucoup de. calcul. En 
ice cas l'opération se fait d'une manière plus ftbrégée, comma 
J9 vois l'expUquer $ua: un exemple». 
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i/pî. Exemple. Multiplier . ♦ 459**^ i5* ii«i 

par . . . . 1 * ... - é 548 



i*remier produit partîd OU'J!^^ 
Second produit partiel lo3o 
Troisième produit partiel â2Q5 
Pour 1 »^"»- QuatN'ème produit partiel 

Cinquième produit partiel 

1 Faux produit 
fideniers. sixième produit partiel 
O Septième produit partiel 
a Huitième produit partiel 



i37 




^ 


» 


i3 


H 


6 


17 


4 


11 



l'roduil total s5ig68"^ -a' 4^ 

Je commence par multiplier les 4%**^ par le multiplica- 
teur 548 ; ce qui donne les trois premiers produits partiels 
qu'on voit dans le tableau précédent. 

De là je passe à la multiplication de i5' par $48 , et j'ob- 
serve que si j'avois à multiplier 1^ par 548, j'autoîs pour* 
produit 548**. Donc, puisque i5* ne sont qu'une certaine 
partie de la livre , il est évident que le produit de i5* par 548, 
réduit en livres , doit être la même partie de 548*^, que i5* 
le sont de 1^. Or, i5* sont les trois quarts de 1*, du bien 
(en les décomposant en iô* et 5^), ils en sont la moitié et 
le quart. Donc, si nous prenons la moitié de 548*^ , puis le , 
quart de cette quantité , ou la moitié de la moitié précé- 
dente , nous aurons tout d'un coup , en livres , le produit 
de i5* par 548. Ces opérations se font sans peine à vue* 
Nous trouverons par là le quatrième et le cinquième pro-* 
duits partiels. 

En&n je viens à la multiplication de 1 1^ par $48 ; et, pouf 
parvenir à trouver tout d'un coup les livres et les sous que 
<e produit contiendra , je commence par observer que si 
j'avois. à multiplier 1* par 54a, j^auroîs pour produit la 
•vingtième partie 648^ , ou la cinquième partie du produit - 
que j'ai trouvé pour 5®. Je prends donc la cinquième partie 
de ce dernier produit iSy**^, et j'ai pour le produit supposé 
d'un sou, zj^ 8K J'en barre les chiffres parce qu'il n'est 
destiné qu'à me faciliter la multiplication de ii"^ par 54&j^ 
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et qu'on n'en doit pas tenir compte dans l'addition qu'on 
fera de toutes les parties de la multiplication. Cela posé , je 
partage 1 1** en trois parties , 6^ , 3** et a'^ Pour 6"* , qui sont 
la moitié d'un sou , je dois avoir la moitié du produit pour 
1 sou. Je prends donc la moitié de 27"^ S**; et j'ai i3^ 14% 
Pour 3' , moitié de 6^ , je dois avoir la moitié du produit 
pour 6'. Ainsi je prends la moitié de i3"^ 14% et j*ai6"^ l7^ 
Enfin pour 2.^ , tiers de 6*^ , je dois avoir le tiers du produit 
pour 6 '. Je prends donc le tiers de i3"^ 14% et j'ai 4*^ n^ 4 '. 
Toutes les parties du multiplicande ont ainsi été multi- 
pliées par le multiplicateur ; et , en additionnant ensemble 
tous les produits particuliers , on aura le produit total 

Cet exemple est emprunté du calcul des monnoies ; mais, 
en réfléchissant sur Tespjit de la méthode que nous venons 
d'employer, on l'éteiidra facilement à d'autres cas. 

143. H. cas. Le multiplicateur etanc complexe.. 

Le multiplicateur est complexe quaiid, outre les entiers, 
il contient une ou plusieurs fractions. Alors, après avoir 
multiplié comme d-dessus le multiplicand^goar les entiers 
du multiplicateur, on le multipliera en«ore ^ar^les frac- 
tions du même facteur ; ce qui se fera en prenant lesnvérnes 
parties du multiplicande que les fractions le sont de l'unité» 

144. Exemple I. Multiplier ". . • 345»^ 8' o^ 

par 78^ 

Je multiplie d'abord tout le multipli- 
cande par 78, comme ci-dessus. Ensuite 
je multiplie par j, ou j'en prends les 
deux tiers, ou, ce qui est encore la 
même chose, j'en prends le tiers ii5** 
a« 8^ , que j'écris deux fois. ^^^^ ^^^^ 27171** 9^ 4'» 

145. Exemple II. La toise d*un certain oui^rage de menui" 
série étant supposée coûter 2./^^ la'' 6'^ , on demande combien 
coûteront 345' 5^ 8'^°. 

Puisque chaque toise vaut 34"^ ^^^ 6', il est clair qu'en 
répétant cette valeur le tnéme nombre de fois que la quan- 



2760*^ 






3415 
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titë ( 345^ 5^ 8^". ) contient une toise , on aura la valeur 
cherchée. Or^ ce nombre de fois est un nombre abstrait, 
qui est composé d'abord de 345 entiers^ à raison des 345^, 
et ensuite de deux fractions , à raison des deux parties 5p et 
8^°*, qui ne sont que des fractions de la toise. Voici donc 
l'opération • 

1.® Je multiplie d'abord tout le multiplicande par 345. 
è.® Ayant décomposé les 5 pieds du mul- 24"^ i^"* 6"^ 
tiplicateur en deux parties , 3 pieds et a 345"^ 5p 8^^ 
pieds ^ dont Tune est la moitié , l'autre le 
tiers de la toise, il est évident qu'à raison 
. de la première, je dois prendre la moitié, 
et , à raison de la seconde , le tiers du mul- 
tiplicateur entier 2./^^ la^G'. Ces deux oj^é- 
rations me donnent les deux produits 12^ 
6^3^ et8^^4^a^ 

3.° Pour les 8 pouces qui sont le tiers 
de a pieds, j'aurai le tiers du produit que 
je viens de trouver pour apieds. Jeprends 
donc le tiers de 8^ 4' 2.'^ , et j'ai z^ 14' Sf^. 

Additionnant ensemble tous les produit partiels, leur 
somme donnera le produit total 85i8'*^ 17^ ^jfK 

On peut remarquer que si dans la première multiplica- 
tion, celle de 24"^ par 345 , on avoit regardé par la pensée 
345 comme la multiplicande, et 24 comme le multiplica- 
teur, elle n'auroit donné que deux produits partiels, au 
lieu de trois que nous avons écrits. Cette interversion men- 
tale des facteurs sert souvent à abréger le calcul. 

146. Exemple III. On est conçenu de payer à une per- 
sonne la somme <^e Sig^^ y** 8"^ par an, on demande ce qui lui 
sera du au bout de i5a°» io™<>'* i8i^"'*. 

Le tableau de l'opération suffit seul pour en montrer le 
procédé. 
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iSgS 
3i9 
Pour 5«on» 3 i5« 

2 # 1 lO 

8^«"»«" o ao 

6"»o'» . • . iSg i3 lo** 

3 , 79 i6 11 

1 a6 la 3f 

i5io«<^» , i3 6 17 

3 , a i5 aji 

Dhision des nombres complexes* 

147* Je distingue deux cas : l'un où, le dividende étant 
complexe /le diviseur est imcomplexe ; l'autre où, le divi- 
dende étant incomplexe ou complexe , le diviseur est com- 
plexe. Examinons séparément ces deux cas. 

148. I. cas. Lorsque le diçiseur est incomplexe • 

On divisera successivement toutes les parties du divî^ 

dende par le diviseur, et on aura ^u quotient des unités 

de différentes espèces* 

149- Exemple. Partager 54$^ 8" 9^ entre 24 personnes. 

11 est clair que la question se réduit à partager le divi- 
dende en 24 parties égales. Je commence par diviser les 
livres par 24; le quotient est 14*^ et il reste 9"^, qui, divi- 
sées par 24^ donnent la fraction -^ d'une livre. 

Cette fraction doit être évaluée en sous. Pour cela , il 
faut ( 112 ) en multiplier le numérateur 9 par 20 et diviser 
le produit par 24. Mais comme nous devons ensuite divi- 
ser 8' par 24, nous réunirons cette division à la précé- 
dente, pour abréger. Ainsi, après avoir multiplié le nom-^ 
hve 9, regardé comme exprimant des sous, par le nombre 
abstrait 20, ce qui donne 180% j'ajoute 8« au produit, et 
je divise la somme 188* par 24; le quotient est 7% et il 
yeste ^0* qui donnent U fraction ~ d'un sou. 
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T^yalue cette fraction en deniers , en multipliant son 
numérateur par 12^ et divisant le produit par 24; et 
comme nous avons ensuite 9^ à diviser par 24^ je multiplie 
d'abord le nombre 20^ regardé comme représentant des. 
deniers^ par 12; le produit est 240**, à quoi joignant g**, 
j'ai la somme de 249'^ qui^ étant divisée par 24^ donne 
pour quotient lo"^ et la fraction —-, ou | d'un denier. Cette 
fraction ne peut pas être évaluée en unités d'une* espèce 
inférieure^ parce qu'il n'y en a pas de plus basse espèce 
que le denier qui aient cours dans le commerce de la so-* 
ciété. Ainsi je laisse cette fractioù sous sa forme natu- 
relle. On voit ci-après toute la suite des opérations que 
nous venons d'indiquer. 
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s 10^ -^ quotient, 



249 

9 

i5o. II. cas. Lorsque le dwiseur est complexe. 

La division peut alors se faire de différentes manières ; 
mais le moyen le plus simple et le plus commode est de 
Tendre le diviseur incompleke , ep. le réduisant tout en 
?unités de l'ordre le plus bas de celles qu'il contient 5 ce 
{jui ramène l'opération au premier cas. 

i5i. Exemple I. J5/wer 345^ 6* /7ar 24 f- 
Je commence par réduire les 24 unités simples du divi- 
seur en ùer3 1 ce qui se f^t (laS) en multipliant 24 p^i* ^^ 
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et mettant sous le produit le dénominateur 3. On a ainsi 
la fraction ^, à laquelle ajoutant la fraction j, il vient ^ 
pour le diviseur. Or, (i 1 1) diviser 345** 8* par la fraction ^ 
c'est multiplier le dividende par le dénominateur 3, et di- 
viser le produit par le numérateur 74. Ainsi, multiplions 
d'abord 345** 8" par 3,, nous aurons le produit loSô**^ 4% 
qu-il ne s*agira plus que de diviser par 74» 

^'^' 1036** 4" 0^\ 74 dÎTiseor. 
O 

On trouvera que les io36**, divisées par 74 , donnent 
juste 14**^ au quotient. Restent 4' ^ diviser par 74; cette 
opération ne peut pas donner des sous au quotient. J'écris 
donc zéro au rang des sous. Ensuite j'évalue la fraction 
^ d'un sou en deniers, Xî'est-à-dire, que je multiplie 12,^ 
par 4, et j'ai 48**, dont la division par 74 ne peut donner 
que la fraction de denier —^ ou f^, que j'écris. Le quo- 
tient total demandé est donc 14** o' fj'^. 

iSz. Exemple IL Diviser ^^ 8' 'i^ par2f^ a^G*'.^ 

Je réduis le diviseur en deniers, en multipliant les livres 
par so, ce qui donne des sous ; et ensuite les sous par 12, 
ce qui donne des deniers. Je réduis aussi , par les mêmes 
opérations, le dividende en deniers, pour avoir un nou- 
veau dividende qui ait des unités de même espèce que le 
diviseur. Par cette double transformation du dividende 
et du diviseur, la question est ^. ^ ^ j „• ^ 

réduite a diviser 1 779*1 par 5 1 o** . ^^^ I 

Le quotient est le nombre abs^ ^49 l' 3 ^ <i^^^^^'^ 

trait 3 ^. 

t53. Exemple III. On suppose que 2.^^ 5^ 8p'. d^un certain 
oui^rage ont coûté 814^ 6^ g^ ; et on demande à combien re- 
vient la toise. 

Il est visible qu'autant de fois le nombre (247 5p8p°) 
contient une toise, autant de fois le nombre (814**^ 6* 9"^ ) 
contient le prix d'une toise; Ainsi la question consiste à 
diviser 8^4»* 6*9^ par le quotient delà quantité (24^ 5^ 8»*°) " 



i 



• ARITHMÉTIQUE. C H A P. V I I T. 89 

divxsëe par 1 toise. Je réduis 1 toise en pouces; elle en 
vaut 7a. Je réduis pareillement les 24^ 5'^ 8''*'- en pouces ; 
elles en valent 1796. Le quotient de la quantité (z/y"^ 5^ 8^) 
divisée par une toise, est donc la fraction abstraite --;-'-. 
Tout cela posé, il ne s'agit plus que de diviser 814** 6* 9** 
par-^-J^ ; ce qui se réduit à multiplier d'abord 814'^ 6 9"* 
par 7a, et à diviser ensuite le produit résultant 58G32"^ 6' 
par 1796. On trouvera pour quotient 32'^ 12' 11 7^'. 

IVoui^elles mesures. 

i54- Les nouvelles mesures ont un avantage particulier 
et très-considérable : c'est que l'unité principale, dans 
chaque espèce , est continuellement subdivisée en dix 
parties égales; ce qui rappelle les opérations de Taritlimé- 
tique sur ces mesures à la numération décimale dont nous 
avons traité dans les chapitres i, 11, m, iv, v et vi. Toutes 
ces mesures ont pour base la longueur du quart d'un 
méridien terrestre. La dix-millionième partie de ce quart 
de méridien forme l'unité de mesure , à laquelle on a donné 
le nom de mètre. 

.i55. Par les opérations qui ont été faites autrefois en 
France, an Pérou et au Cercle polaire , pour déterminer 
la figure de la terre , on trouve que la longueur moyenne 
d'un degré du méridien terrestre vaut 67027 toises , et 
que par conséquent les 90 degrés de ce méridien valent 
5i3243o toises. Divisant ce nombre par 10 millions, on 
trouve pour quotient 3 pibds 1 1 lignes et 44 centièmes de 
ligne : valeur du mètre que l'on a adopté provisoirement 
depuis quelques années. Suivant les nouvelles détermina- 
tions du quart du méridien, commencées par l'académie 
des sciences , et achevées en dernier lieu par l'Institut na- 
tional, la longueur du mètre est de 5 pieds 11 lignes et 
096 millièmes de ligne. D'où l'on voit que le mètre pro- 
visoire surpasse le nouveau mèlre de i44 niillièmes de 
ligne : différence qui peut être négligée sans craindre d'ei^ 
reur sensible , dans les mesures commerciales. D'ailleurs, 
U çst facile d'y avoii' égard , puisque dans toute éva- 
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luation faite en mètre» provisoires , il ne s'agira que dé 
retrancher, pour chacun de ces mètres, 144 millièmes do 
ligne, afin d'obtenir une évaluation en nouveaux mètres. 

Dans ce qui suit, j'emploierai le mètre provisoire, le 
nouveau mètre n'étant pas encore introduit dans le 
commerce; mais les raisonnements seront d'ailleurs in- 
, dépendants de cette supposition particulière , et s'appli- 
queront également à tout autre mètre, quelque puisse 
être sa valeur. 

i56. Considérons donc, dans les mesures de longueur, 
le mètre comme l'unité principale. De dix de ces unités , 
on forme un décamètre ; de dix décamètres , on forme un 
hectomètre*, de dix hectomètres, on forme un kylomètre ; 
de dix kylo mètres, on forme un jnjrriaTnètre ; ainsi de 
suite, en allant de droite à gauche dans la progression as- 
cendante des nombres. On voit que les décamètres , les 
hectomètres , les kylomètres , les myriamètres , etc. sont 
les dixaines, les centaines, les mille , etc. de l'unité prin- 
cipale. Au contraire , dans la progression descendante des 
nombres , ou en allant de droite à gauche de l'unité prin- 
cipale , on décompose cette unité , ou le mètre , en dix 
décimètres, le demi-mètre en dix centimètres, le centi- 
mètre en dix millimètres, etc. ; de sorte que les décimètres, 
les centimètres, les millimètres, etc. sont les dixièmes, 
les centièmes, les millièmes, etc. de l'unité principale. 

Dans les mesures supe;:ficielles , on prend pour unité 
une surface appelée are, laquelle est un quarré ayant 
pour cAté le décamètre ; et, en suivant la même loi gue 
pour les mesures linéaires, on forme le décare, Y hectare, le 
kylare , le mjrriare , etc. , dans la progression ascendante 
des nombres ; et le déciare, le centiare , le inilliare , etc. , 
dans la progression descendante. Les décares, les hec- 
tares, les kyîares , les inyriares, etc. , sont respectivement 
les dixaines, les centaines , les mille , etc. de l'unité prin- 
cipale ou de Vare; et les déciares, les centiares, les mil- 
liares , etc., en sont les ^^^èm^i^^ les centièmes, Je& 
millièmes, etc. 
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Dans les mesures de capacité , surtout pour les fluides , 
runité de mesure est le litre , dont la valeur est un cube 
ayant pour côté le décimètre ; et on forme dans la pro- 
gression ascendante des nombres, le décalitre^ V hectolitre, 
le kylolitre y etc.; dans la progression descendante^ le 
décilitre y le centilitre , le millilitre , etc. 

Pour la mesure particulière des bois, on prend pour 
unité le stère , qui vaut un mètre cube, dont on forme le 
décistère, le centistère , le millistère , etc. , dans la progres- 
sion descendante. On n'a point encore donné de noms 
particuliers aux nombres de la progression ascendante, 
gui se comptent par dixaines, centaines, etc. de stères. 

Dans les mesures de poids, on prend pour unité le 
gramme y qui est le poids du centimètre cubique d'eau 
distillée à la température de la glace ; et on forme , en 
montant, le décagrammCy V hectogramme yle /cylogramme, 
le myriagramme y etc. , et , en descendant, le décigramme, 
le centigramme y le milligramnie y etc. 

Dans les mesures monétaires , on prend pour unité 
une pièce d'argent, qui pèse cinq grammes, et qui con- 
tient un dixième d'alliage et neuf dixièmes d'argent pur. 
Oxi donne à cette unité le nom à.e franc. 

Pour \e% mesures de temps, il n'y a rien de bien fixe à 
l'égard de l'unité, qui est tantôt une heure, tantôt une 
minute, etc. 

Quelquefois aussi, dans les autres mesures, on ne s'as- 
sujétit pas à prendre pour unités celles que nous avons 
désignées : on choisit celles qui donnent les résultats les 
plus simples dans chaque espèce particulière de calculs : 
par exemple, s'il s'agit de grands poids, on prend souvent 
pour unité le poids d'un pied cube d'eau, celui d'une toisd 
cube d'eau ^ etc. 

157. Je joins ici deux tables que j'ai-extraites du Manuel 
républicain y imprimé chez P. DidotTaîné, lesquelles sont 
d'un usage très-commode et suffisant pour comparer les 
mesures anciennes et nouvelles. Celles •- là sont les an- 
ciennes mesures de Parisv 
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La mesure (ancienne ou nouvelle), qui est écrite la 
première, est exprimée par la seconde et parties déci- 
males de la seconde. Quand on voudra ensuite convertir 
les parties décimales de la seconde table en mesures 
anciennes , suivant les subdivisions de l'ancienne unité 
principale , cette évaluation se fera par la méthode dé 
l'article ii3. 

TABLE V 

Happons des ancieruies mesures ai^ec les nom^elles» 

MESURES DE LONGUEUR. 

L'aune vaut en mètre . . . . ' i,i88 

La perche de 18 pieds vaut en mètres 6,84^ 

La perche de 22 pieds vaut en mètres 7>i44 

La toise vaut en mètre 1^94^ 

Le pied vaut en décimètres 3^247 

Le pouce vaut en centimètres 2,706 

La ligne vaut en millimètres 2,255 

La lieue de 25 au degré ou de 2281 toises vaut en 

kilomètres • . . . * v . . . • 4>444 

La lieue de 20 au degré ou de 285 1 toises vaut en 

kilomètres 5,556 

Lalieuemoyenneou de 2566 t.vaut en kilomètres. 5,ooo 

MESURES DE SUPERFICIE. 

La toise carrée vaut en mètres carrés ^,796 

Le pied carré vaut en décimètres carrés io,545 

Le pouce carré vaut en centimètres carrés . . . 7,323 

La ligne carrée vaut en millimètres carrés . . . 5,o85 

La perche carrée de 22 pieds C r , 

^ ^ I are 0,6104 

vaut en *......, .-{ r , 

centiares. • ^ • • • 01,04 



carrée de 18 pieds f ?,, 

^ j are 0,34^ 



Laperche , ^^^ 

vaut en \ . - .çr, ^. 

I centiare^* . . . • • ^4^24 

L'arpent des eaux et forêts f , ^ _ ^ /:, «xq 

vaut eu \\^^<^x^x^ o,5i38 

1 ares 5i,w 



ARITHMÉTIQUE. CHAP. VIII. çS 

L'arpenta iSpiedsparper-fj^^^j^^^ _ ^^^^^^ 



che vaut en 



^ 



ares . . • 04,24 



MESURES DE SOLIDITE. 

La toise cube vaut en mètres cubes . . ./..,, ly^Sfl 

Le pied cube vaxit en décimètres cubes 34,243 

Le pouce cube vaut en centimètres cubes. . r . 19,817 
La ligne cube vaut eu millimètres cubes^ .... 11^47 
La corde des eaux et forêts vaut en stères. . . . 3,835 
La voie de bois ou demi-corde vaut en stère. . . 1,917 
La solive vaut en décistère 1,0:27 

MESURES DE CAPACITE poiiv les grulris et autres 

matières sèc/ies. 

• ,. f litre , . o,8i3 

Le litron vaut en 1 j' i*^ or? 

l décilitres 8,1 3 

Le boisseau vaut en décalitre • • l,3oo^ 

Le setier de 13 boisseaux vaut en hectolitre. . . i,56o 

Le muid de 13 setiers vaut en kilolitres i>875i 

Le minot de 3 boisseaux vaut en décalitres 4 . . 3,900 

La mine de deux minots vaut en décalitres . . • 7,800.. 

MESURES DE CAPACITE pOUr IcS UqUeUTS* 

Le muid de ii88 pintes vaut en hectolitres .... 2,68 

, . f litre ........ o,q3 

Lia pinte vaut en \ ,, .,.- % 

^ l décilitres ,. 9,00 

Là chopin^ ya.iit en décilitres 4/"^^ 

Le demi^s^tier vapt ea décilitres 2,33 

Le poiss.oi^ y a^it; en décilitre . .•••«•...• 1,46 

MESURE SDE PESANTEUR OU POIDS. 

Le millier pesant vaut en mypagrammes^ . . . . 4^^9M7 

Le quintal vaut en myriagrammesi ....... 4*8915 

La livre vaut en hectogrammes 4^8915 

L'once vaut en décagrammes . . . • , 3,o57ii 

Le gros vaut en grammes. . . .\ . , 5,82i5 

Le grain, vaiit, en centigrammes ,.,.....• 5,3o8 

Le seizi^mç.dç giW y^^t exx.millî^gi'^tninçs . . ^ S^?*'' 
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T A B L E I !.• 

Rapports des mesures noui^el/es açec les anciennes. 

MESURES DE LONGUEUR. 

• . r aune , 0.842 

Le mètre vaut en l \7„ 

l toise 0^0102 

Le décimètre vaut en pied. • • • • , o^3o8 

Le centimètre vaut en pouce • o,3y 

Le millimètre vaut en ligne 0^443 

T j » \^ ^ f perche de 18 pieds. 1,711 

Le décamètre vaut en . . .•{ ^ , i ^. , , 

l perche de 22 pieds. i;4<^o 

(lieues ;de a5 au deg. i^aS 

lieue de 20 au degr. 1^80 

lieues moyennes . . a^oo 

MESURES DE SUPERFICIE. 

Le mètre carré vaut en toise carrée ....... 0^2634 

Le décimètre carré vaut en pied carré. ..... 0,0948 

Le centimètre carré vaut en pouce carré .... o,i365 

Le millimètre carré vaut en ligne carrée • . . • 0,1966 

-. , ^ f perch. car. de 18 p. 2,027 

Lare vaut en .......^^ , , ^ ^^/ 

l perch. car. de 22 p. 1,9^9 

T »T_ f arpents de Paris . . 2,027 

L hectare vaut en i ^ , ^« "^Z 

l arp. des eaux et lor. 1,909 

MESURES DE SOLIDITE. 

TûTnA**.^^ T. f toise cube ..... o,i353 

Le mètre cube vaut en. • .-{ 1. r,, 

l solives .••..•• 9,704 

Le.décimètre cube vaut en pied cube ...... 0,02925 

JLe centimètre cube vaut en pouce cube o,o5o5 

Le millimètre cube vaut en ligne cube 0,0873 

Î corde des eaux et 

forêts 0,261 

voie de bois .... o,52a 

MESURES DE CAPACITE. 

Le Htre vaut en f ^>*''°'^ ^'^^' 

i pinte 1^075 
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- j, ,. ^ f boisseau 0.760 

Le décalitre vaut en . . • .-c . i o • ir .% 

l setier de o pintes. . 1^04^ 

.„ ,. f setier de blé . . . • 0,641 

L hectolitre vaut en . . . .■{ ., , 00 • /? -r 

l muid de 200 pintes, o^oyo 

MESURES DE PESANTEUR OU POIDS, 

Le myriagramme vaut en livres 20,444 

Le kylogramme vaut en livres • 2,044 

L'hectogramme vaut en livre • 0,2044 

Le décagramme vaut en once .....•..•• 0,327 

Le gramme vaut en gros 0,26a 

Le décigramme vaut en grain 1,884. 

i58. Remarque. Les assemblages de plusieurs subdivi- 
sions des nouvelles mesures , se présentent sous la forme 
I de nombres complexes ; mais le calcul se rapporte tou- 
I jours à la numération décimale; il ne faut pour cela que 
^ supprimer les caractéristiques des unités inférieures à 
Tunité principale, et placer la virgule décimale à la suitfe 
des unités principales. Un exemple suffira pour ne laisser 
là-dessus aucune obscurité. 

Qu'on propose d'ajouter ensem- 34^™*^* 3^*<^'' 9*^*"^* ■°''^'* 
ble les quatre nombres qu'on voit 248g 7 3 5 
ici, lesquels sont relatifs à des quan- 5oo 5 6 
tités de même espèce^ telles que les : 264 6 7 
distances. 

■^ En prenant le mètre pour l'unité prin- 345,8g 

cipale, j'écris les nombres proposés, com- 248g^735 

me on le voit ici. Ensuite je fais l'addition 5oo,56 

à l'ordinaire^ et je trouve, pour somme, 264^67 

met. ■« 

56oo,855 ; laquelle est exprimée çn mè- Somme. 36oo,855 
très et en parties décimales du mètre. Cette somme pourra 
s'écrire ainsi : Sôoo™®^'^- 8<^^clm. 5ceniî. 5miiïim. . et alors elle aura 

la même forme que les nombres dont elle eist forzàéOi 
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CHAPITRE IX. 

De la formation des puissances ^ et de V extraction 

• des racines. 

• • • » 

i5g. vJn appelle jpi^ma/ice^ d'un nombre les produits 
que l'on trouve en le multipliant par lui-même un cer- 
tain nombre de fois. 

Tout nombre est lui-même sa première puissance. Ainsi 
4,ou là première puissance de 4> c'est la même chose. 

Le seconde puissance , ou le quarré d'un nombre ^* est 
le produit de ce nombre multiplié par lui-même. Ain^ 
4x4, ou 16, est la seconde puissance, ou le quarré de 4» 
De même 6x6, ou 36, est la seconde puissance, ou le 
quarré de 6. L'Usage le plus ordinaire est d'employer , 
pour plus de brièveté , le mot de quarré y préférablement 
à celui de seconde puissance. 

La troisièràe puissance , ou le cube d'un nombre, est le 
produit de ce nombre multiplié deux fois de suite par lui- 
même, c'est-à-dire, le produit du nombre par son quarré. 
Ainsi, si l'onj multiplie' 4 par son quarré 16, le produit 64 
est la troisième puissance, ou le cube de 4- De même, 216, 
produit de 6 par son quarré 36, jçst la troisième puissance, 
ou le cube de 6, Le mot cube est le plu* usité. 

La quatrième puissance d'un nombre est le produit de 
ce nombre multiplié trois fois de suite par JLui-m.êni.e, :C'est7 
"â-dire, le produit du nombre par son cube* Ainsi 4x64^ 
ou 256, est la quatrième puissance de 4i 6 X 216, bu 1296, 
est la quatrième puissance de 6. 

Ainsi de suite pour les puissances ' «/iya/é/»é ^ *5/a:/èn 
7»e, etc". 



- ; * 



160. L'opération qu'on fait pour trouver une certaine 
puissance d'un nombre, s'appelle /brwar/o/* de cette puis- 
sanae. 
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161, On remarquera (]iie toutes les puissances Je 1 sont] 
I : car i niultiplié par lui-niénie autant de fois qu 
dra , ne peut donner que 1. Cette propiiélé appartieat 
l'unité exclusive ment k tous les autres noaibrc! 

1C2. Voici une petite table qui contient les quatre pr 
mières puissances des nombres, depuis t jusqu'à g iiiclu 
sivement. 






Nombres. . 


I 


2 


3 


4 


5 


6 


7 


8 


9 


Quarr»,., 


- 


4 
8 


9 
=7 


16 
1, 


is5 


36 
216 


49 
343 


64 

5l2 


81 


Cubes. ... 


729 


4-" 
Puissances. 


I 


16 


«I 


1&6 


62S 


,=96 


2401 


4oç,6 


6661 



iG~. On appelle retclne. d'une puissance le nombre qui, 
en se multipliant lui-même uu certain nombre de fois, 
produit cette puissance. La racine première et la puis- 
sance première sont la même chose. Maïs il en est autre- 
ment pour les puissances et les racines des ordres supé^ 
rieurs au premier. Par rapport à la seconde puissance, I* 
nombre giJnif-rateur s'appelle racine seconde, ou plus or* ^ 
dinaireraent racine quarrée; par rapport à la troisième* 
puissance, I0 nombre générateur s'appelle racine troisième, , 
ou plus ordinairement racine cube ; ainsi de suite. 

164. L'opération qu'on fait pour trouver la 1 
quand oa connoit la puissance, s'appelle extraction de u 
racine. 

i65. Ces notions bien entendues, nous pouTons noufr^ 
proposer à ce sujet les deux questions suivantes, doBt- ' 
l'une est l'inverse de l'a 

L Etant donné un nombre , déterminer telle puinanct 
i^i'on voudra de ce nombre. 

Arithmétique. 
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II. EtafU donné un nombre que Von regarde comme une 
certaine puissance £un autre nombre ^ trousser cet autre 
nombre. 

La première question n'a aucune difficulté ; car il ne 
s'agit, pour la résoudre, que de multiplier un nombre un 
certain nombre de fois par lu!i-méme. Qu'on demande, 
par exemple, la quatrième puissance de i5; je multiplie 
i5 par i5, le produit est 2,2^5 ; je multiplie ce produit par 
i5, et j'ai 55yS; je multiplie ce dernier produit par i5, et 
j'ai 5oG25, qui est la quatrième puissance ch.eTchée. 

Quant à la seconde question, elle est beaucoup plus 
difficile, et demande, pour être résolue, des règles parti- 
culières. Je vais donner ces règles pour les racines quar- 
rée et cube seulement, parce que, dans les usages les plus 
ordinaires qu'on fait des racines dans l'arithmétique , on 
n'a besoin que de savoir extraire la racine quarrée et la 
racine cube ; mais il ne sera pas difficile d'imiter, si Ton 
veut, les mêmes procédés pour les ordres supérieurs. 

SECTION! 

Extraction de la racine quarrée. 

1G6. Suivant l'idée générale que nous avons donnée 
(164) de l'extraction des racines, l'extraction de la ra- 
cine quarrée est une opération par laquelle on trouve 
un nombre qui , multiplié par lui-même , donne , ou le 
nombre dont il s'agit d'extraire la racine quarrée, ou le 
plus grand quarré qui y est contenu. 

Comme il n'est question ici que de racines quarrées , 
quand, pour abréger, j'omettrai le mot quarrée , on aura 
soin de le sous-entendre. ' 

167. Lorsqu'un nombre n'est pas exprimé par plus de 
deux chiffres , sa racine n'en a qu'un ; et elle se trouve 
par le moyen de la table de l'article 162. Par exemple, 
demande-t-on la racine de 49? on la trouve dans la pre- 
mière case de la bande verticale qui contient 49 < ^^'^ 



r- 
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Si le nombre , toujours exprimé par deux chiffres tout! 
au plus , dont on demande la racine , nVtoit pas comprîi4 
dans la table, comme, par exemple, si on demandoitUtî 
racine de 88, on prendroit dans la table le nombre le plu» J 
approchant , eo dessous , de 88 : ce nombre est 81 , dont* 
la racine est 9 : et cette même racine seroit celle qui 
nombre entier, approche le plus, en dessous, de la vert* ( 
table racine de 88. 

L'extraction de la racine des nombres qui ne sont pas 
exprimes par plus de deux chiffres, est le fondement de 
l'extraction des racines des nombres supérieurs tjue nous 
allons expliquer. 

168. Tout nombre exprimé par pins de deux chiffra 
en a nécessairement plus d'un à sa racine; car 1 
est le plus petit des nombres exprimés par plus de deui 1 
chiffres, a pour racine 10, qui est exprimé par deux ca^ 
ractères. Ainsi la racine de tout nombre exprimé par plus 
de deux chiffres, peut être regardée comme composée 
d'un nombre de Jisaines et d'un nombre d'unités, et le» 
dix.aines pourront être exprimées par plus d'un chiffre. 
"Voyons comment ces parties de la racine entrent dans la 
formation du quarré. Quand nous connoîcrons bien Gom- 
ment un quarré est produit, il ne sera pas difiicile de dé^ 
couvrir la racine d'un nombre quelconque, ou du rnoin^^ 
du plus grand quarré qui y est contenu, supposé que col 
nombre ne soit pas un quarré parfait. 

16g. Je prends , par exemple , le nombre 24 , 
qui est composé de a dixaines et de 4 unités, et 
je l'élève à son quarré, en le multipliant par lui- 
même, suivant les règles ordinaires de la miilti- 
pHcation. Ainsi je multiplie premièrement 4 par , 
^; secondement 2 par 4; troisièmement 4 para 
ou a par 4; quatrièmement z par 2. Or, il est visible qiiS'l 
par la première multiplication oii fait le quarré des uiïi- 
tés,- par la seconde, le produit des dixaines parles urtités; 
par la troisième , encore le prodViit' des dixaines par lei 
unités; par la quatrième^ le quairé des diiaincs. Il en sertt 
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de inéine pour tout autre nombre compose de dixames et 
d'unités. D'où je coocIus,que le quari:é d'un nombre com-» 
posé. de dixaines et d'unités, contient, i.o fe quarré des 
dixaine^ ; a»^ deux fois lé produit des dixaines par les uni-^ 
téSf ouyçe qui revient au.méjne, le. double des dixaines jtiuI" 
iiplié parles t^nitcs ; 3»° ie,quarré des unités» Dans ce résumé 
les parties ne sont pas énoncées toutnà-fait dans le même 
ordre qu'on les a trouvées; mais les deux résultats revien- 
nent au même. 

Maintenant venons à l'extraction des racines, quarrées^ 
qui est le problême,ijçiv§r8e.du. précédent. 

170. Problème. Trouver la racine quarrée d^un nombre 
donjié* 

Lejs préceptes généraux, ^exoient difficiles à entendra 
en eu^- mêmes; ils naîtront sans peine !des opérations 
qu^ nous. allons faire sur des exemples. 

171. Exemple L Extraire' la racine quarrée du nombre 
3458 ,'ou du plus grand quarré contenu dans ce noTnbre s'' il 
n'est pas un quarré par/ait. 

Le nombre 3458 étant coinposé de plus de deux chiffres, 
sa racine en a nécessairement plus d'un (168); elle a donc 
des dixaines et des unités. Sans connoître'ces dixaines et 
ces unités, nous somthes sûrs (169) que le quarré contient 
le quarré des dixaines de la l'acine, pliik deiix fois le pro- 
duit des dixaines par les unités , plus lé quarré des unités. 
Or, le quarré des dixaines, étant un produit de dixaines 
par des dixaines, est,un nombre de centaines qui a deux 
rangs à sa droite. Ainsi, si dans le nombre. 3458, je sépare 
par. une petite barre verticale les deux , derniers chiffres 
vers la droite, en cette. sorte, 34|5&^ je serai sûr que le 
qViarré des dixaines de io; iracine est contenu dans la partiat 
34. Et comme cette partie n'a que quar. syp. 34|5g / 58 "c'"«- 
deux chiffres, j'en trouvei:a^ la ra- ^5 . . i'T^ê " 

cine, au moins approch^p çn des- ""^oSft 

sous, à l'aide de la table de l'art, : . «/^ , . . 

^ ../... .11. . . ' 'OOA ^ 

i62.Mettons nos calculs.en ordre. . ^^— 

Après raccolade qui j^cp.cwpiagii^ • •. - -^T = 
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notre nombre, je tire une barre horizontale, au dessus 
de laquelle j'écris les chiffres de la racine à 'mesute que 
je les trouve. . : • • 

La table citée me fait vç>ir cjue .34 n'«st pas un quarré 
parfait, et que le plus grand quarré contenu da^s ce 
nombre est a5, dont la racihe est '5. J'écris donc 5 à la 
racine, et le quarré ^5 sous 34- Le. chiffre 5 exprimè.les 
dixaines de la racine dn nombre total 3458. Rétrauchaut 
25 de 34, reste 9 > à côté duquel j^abaisse là trànclie 58; 
ce qui donne le nombre 958I 

Puisque du nombre proposé 3458'nbus avons retranché 
le quarré 2.5 des dixaines de sa racine ^ il est clair que le 
nombre restant gSS doit cohtçnit ïè double prodiiit des 
dixaines par les unités incdriinlies de la racine , plus le 
quarré des mêmes unités. Of, de ces deux dernières ]()àr- 
tiesj la première, c'est-à-dîre, lé double produit des di- 
zaines par les unités, est nécessairement un nbttfbi'é de 
dixaines. Donc ce nombre est conteriu dans les'dé\ix pre- 
miers" chiffres de la gauche du hoiiibre 958, cJ'ésf-à-dii^e;, 
dans gS. J'écris sous la barré 10, qùi.est le dbtiblé'des 
dixaines 5, et j'observe qu'en divisant 95 pai^ *ià?j an'àùra 
évidemment au quotient le nombre des unités qu'on cher- 
che. Or le quotient de gS, divisé par 10, est 9. J^Iais, avant 
que d'écrire ce chiffre à la:'ràçitié,H faut le ^biiinëttré à 
l'épreuve. Cette éjireuve peut' se ftfire de la iàiatiièi^e sui- 
vante : ■ =•■■■: '■ -■■•■■■•-. 

A côté de iQ écrivez 9 ; vous aurez ainsi le nombre log^ 
que vous multiplierez par g. H' est ,cla.ir que/ plat* cette 
iiiultiplioâ'ticin , vôirs ferez totrt-è^-la-- foie le'q'u'arré des 
unités et le double produit des dixaines paT \éi unités. 
Donc, si le produit de 109 'par g peut être retranché de 
9*58, le chiffre g pourra être écrite. Ia.racinë.. Or, on 
trouve que le produit de log par g.est.plus grand que g58 : 
donc le chiffre 9 e$t trop gran4. On éprouvera le chiffre 
immédiatement inférieur 8 , en -écrivant ce chiffre à côté 
de 10, et multipliapt 108 par 8;' le produit est 8G4, qui 
peut être, retranché, de g58 j.lô reste est 94^ Ce resrte est 
l'excès dii nombre 3458 sur le quarré de 58. 
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Toutes les fois qu'on trouve ainsi un reste, autre que 
zéro^ c'est une marqufs que le nombre propose pour eu 
extraire la racine quarrée^ n'est pas un quarrë parfait. 

17a. Ëxetaiple II. Extraire la racine du nombre 3745945^ 
ùU , s*il n'est pas un tfuarré parfait, du plus grand quarré 
qui y est contenu. 

Ayant tout. dispo&ë comme qnarr*i"p. 3|74|5g|45 C iqSS"^. 

dans le pretmier exemple^ et ^ A 1 — ^ 

comme on le voit ici, je con- 

sidèr^^ deux parties dans }a . ^^^9 9^9 

riicinê inconnue qu'on de^ 21045 9^fii 

mande ^ : un nombre de di- ~^ 

xainee, qui sera exprimé lui- 
même par plus d'un chiffre j et un nombre d'unités , qui 
est toujours exprimé par un seul chiffre. Le quarré total 
contj.^ndra donc le quarré des dixaines de la racine, plus 
le double produit des dixaines. par les unités, plus 1» 
quarré des unités. Partageons en différents membres l'o- 
péra,tion,que nous avons à faire pour, trouver les dixaines 
et les unités de cettç racine. 



I. 



Gomme le quarré des dixaines est un nombre de cen- 
taines, et qu'il a par conséquent deux places à sa droite , 
il sera compris dans la partie 37459 qui est à gauche de la 
première barre verticale. Ainsi, pour avoir les dixaines de 
la racine du nombre proposé 3745945, il faut tirer la ra- 
cine du nombre 37459, en faisant abstraction de la der- 
nière partie 45. 



1 1. 



Le nbmbre 37459 étant exprimé par plus de deux chif- 
fres, sa racine a nécessairement des dixaines et des unités. 
Or, le quarré des dixaines, ayant deux places à sa droite, 
sera compris dans la partie 374 située à gauche de la se- 
conde barre verticale. Tirons donc la racine de 374 comme 
si les chiffres qui accompagnent ce nombre à droite n'exis- 
tpient pas. 
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Le nombre 374 a encore des dixaines et des unités à 
racine: et le quané des disaines esr compris dansie chiffre 3j 
situé à gauche de k troisième barre verticale. La racine 
de ce nombre 3^4 se trouve comme dansie premier exemple. 
De 3 ôtant 1 qui est le plus grand quarr^ contenu dans 3 j 
reste a , à c6té duquel j'abaisse la tranche suivante 74. Je 
divise 27 par 2, double des disaines, le quoUent est i3i 
mais on ne peut pas mettre plus de g à la racine, autre- 
ment on auroit pu mettre plus de 1 pour le premier chiffre. 
On écrira donc 9 à la racine, età côté 2, double des dixai- 
ncs; ensuite on éprouvera ce chiffre, comme il a été ex- 
pliqué. Ayant trouvé que 9 n'est pas trop grand pour être 
le nombre des unités de la racine , on multipliera à l'ordi». 
naiie 29 parg, et on soustraira en même temps le produitj 
de 374 , le reste est i5. 

TV. 

A côté de ce reste J'abaisse la tranche suivante Sg; et 
regardant ig comme les dixaines de la racine de 57459: de 
plus, considérant que par l'opération précédente .je viens 
«Je retrancher le quarré de ig de la partie 374j il ^^^ ^"~ 
dent que le reste iSSg contient le double produit des 
dixaines 19 par le nombre inconnu des unitÉS, plus 1« 
quarré des unités. Or, le double produit des dixaines pâl- 
ies unités a une place à sa droite ; il est donc contenu dan» 
ï55. Divisant i35 par 38, double de ig, on aura au quo- 
tient les unités qu'on demande. Ce quotient est 3; on 
mettra ce ckiffre k la raci ne , et à côté de 38 ; on trouvera , 
par l'épreuve, qu'iln'estpas trop grand. Ensuite, on mul- 
tipliera, à l'ordinaire, 383 par 3; et on soustraira ea . 
e tempsle produit de i35g ; le reste est aie 



La côjé de ce reste, j'abaisse la dernière tranche 45. J* 
««garde ig3 comme les dixaines de la racine du i\oinbr% ] 
■oposé 3745945; et comme, p-trles opérations précéden- 
j'ai retranché le quarré de ces dixaines de la partie i 



1 sa ^1 

i 
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37459 y il est clair que le reste 21 o45 contient le double pro-^ 
duit des dixaines igS par le nombre inconnu des unités, 
plus le qùarré des unités. Le premier de ces deux produits 
a une place à sa droite; il est donc compris dans 2104. 
Divisant ce nombre par 386, double de igS, le quotient 
sera les unités de la racine. L'épreuve fait voir qu'on ne 
peut pas mettre plus de 5 à la racine. J'écris donc 5 à la 
racine/ et à côté de 586"; je multiplie 3865 par 5, et je 
soustrais en même temps leproduit de 21045 : le reste est 
1720, excès du nombre proposé 3745945 sur le quai ré 
de 1935. 

On voit par ce second exemple que l'extraction des raci- 
nes des nombres exprimés par plus de quatre chiffres n'a 
pas d'autres difficultés que c^Ue des nombres qui n'en ont 
que trois ou quatre. Quel que soit le nombre dont oh 
propose d'extraire la raciwe, les chiffres de cette racine se 
trouvent successivement par des extractions partielles qui 
se font absolument de la même manière que si la racine ne 
devoit être composée que de deux chiffres, 

173. Schoiie I. Lorsqu'un nombre n'est pas un quarré 
parfait, ou qu'il n'a pas de racine exactement exprimable 
en nombres entiers.; on peut, à l'aide des parties décima- 
les , déterminer une racine qui ne diffère pas de la vérita- 
ble d'une unité décimale de tel ordre qu'on voudra. Pour 
cela, on mettra une virgule à la droite du nombre pro- 
posé , et à la suite de cette virgule deux fois autant de zéros 
qu'on voudra avoir de chiffres décimaux à la racine. Je 
dis \ieuxfois autant, parce qu'un nombre qui contient des 
parties décimales, étant multiplié par lui-.-méme, donne 
un produit ou un quarré qui contient (63) deux fois autant 
de chiffres décimaux qu'il y en a à la racine. Cette prépa- 
ration faite, on tirera la racine comme s'il n'y avoit pas 
de virgule; et, quand cette racine sera trouvée, on sépa- 
rera vers la droite un nombre de chiffres décimaux égal à 

la moitié du nombre de zéros écrits à la droite du nombre 
donné. 
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174» Exemple. On demande la racine de Sj^ à moins 
'ffun millièm,e près. 

Suivant les conditions de la question , la racine doit 
contenir des millièmes, et par q"ar- »"P- 57|oo|oo|oo (j5^g racine. 
conséquent trois chiffres dé- "oT 1 ' 

cimaux. Ainsi je mets six zéros — z- 

àladroitedeSy^et je mepro- 2. ^ 

pose d'extraire la racine de 148400 ^^0Sj( 

57,000000, ou, en suppri- isSqQ 

mant la virgule, de 67000000. 

Je trouve, par la méthode exposée ci-dessus^ que cette 
racine est 7649^ et que le reste de l'opération est i^Sgg. 
Mais la racine 7649 est 1000 fois trop grande, puisqu'elle 
est celle d'un nombre 1000000 plus grand que 67 : il faut 
donc la rendre 1000 fois plus petite 5 ce qui se fait eny sé- 
parant trois chiffres décimaux par une ^virgule. Par ce 
moyen,. on aura 7,549 pour la racine de 67, approchée à 
moins d'un millième ; car on n'auroit pas pu ajoutei: une 
unité au nombre 7649^ sans le rendre îxop grand pour être. 
la racine de 67000000. , 

176. Sckolie II, Si le nombre dont on propose de trou- 
ver la racine approchée contenoit déjà des chiffres déci- 
maux, on ne mettroit à sa droite <Jù'un nombre de zéros 
suffisant pour avoir au quarré deuxfôis eiiitant de chiffres 
décimaux qu'on veut en avoir à là racine. Ainsi, pai^exem- 
ple, s'il s'agit d'extraire la racine de 67^3, à moins d'un 
millième près , on ne mettra que cinq zérosà la droite de ce 
nqmbre : ensuite on tirera la racine de 573oooop ; et. , après 
ravoir trouvée , on y séparera trois chiffres décimaux vçrs 
la droite. Toutes ces. opérations donpent 7^569 pour la 
racine approchée de 67,3. . . 

Dans tous les cas, le nombre de chiffres décimanx du 
quarré vrai ou supposé doit être pair^ et double de .celui, 
de la racine. 

176. Scholie III. En suivant ce principe , on trouve avec 
la même facilité la racine des nombres qui ne contiennenjt 
jue des parties décimales. Tels sont les nombre^ 0/4^7; 
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coSS^'ï. Si on veut avoir la racine du premier^ à moins 
d'u n inillièmeLprès, on l'écrira ainsi ^ 0,457000 ; et on tirera 
la ]*acine, comme si le nombre étôit 4^7000. La racine 
approchée de ce dernier nombre est 676; et par consé- 
que.at 0,676 est, à moins d'un millième près, la racine du 
nomibre donné 0,457. De même, pour avoir la racine de 
0^03545, à moins d'un dix-millième près, on écrira ce 
nombre ainsi, o,o3345oi>î>; et on opérera comme si le 
nombre étoit 3345ooo. I^a racine approchée de ce dernier 
nomibre est 1828 ; et par conséquent la racine du nombre 
proposé 0,03345 est o,i8a8, à moins d'un, dix-millième 
près., 

Extraction des Racines quarrées des Fractions. 

177. Nous avons vu (1 10) que, pour multiplier une frac*- 
tion par une autre, il faut multiplier numérateur par nu- 
mérateur, et dénominateur par dénominateur. Par con- 
séqu<*nt le quarré d'une fraction, ou le produit de cette 
fracti on multipliée par elle-même, est une fraction qui a 
pour numérateur le quarré du numérateur de la fraction 
propo sée, et pour dénominateur le quarré du dénomina- 
teur die la même fraction. Donc réciproquement, pour 
avoir l'a racine quarrée d'une fraction, il faut tirer la ra- 
cine du numérateur et celle du dénominateur, et faire 
une fr action qUi ait pour numérateur la première racine, 
et pour dénomihateur la seconde^ Ainsi, par exemple, la 
racine de la fraction 7 est 7 ; la raciiie de la fraction 17 est |. 

178. Il peut arriver que le dénominateur soit ou ne soit 
pas uri quarré parfait; ce qui fait deux cas. Nous ne fai- 
sons pas de division relativement au numérateur, parce 
que T'ôspèce de la fraction est déterniirlé'e pat le dénomi- 
nateur , et qu'il eàt à propos de régler les unités de la frac- 
trôn Tàciiie sur celles de la fraction quarrée. Examinons 
sépa.rément les deux cas proposés. 

1 79. I. cas. Tirer lu racine quarrée d'une fraction , lorsque 
le dénominateur est un quarré parfait. 

Tirez la racine du numérateur, ou du plus grand quarré 
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gui y est contenu, et celle du dénominateur : la fractii 
qui aura pour termes ces deux racines , sera , ou la racii 
»acre demandée, ou n'en différera pas d'une unité frâl 
tionaairc. de même dénomination qu'elle. Soit, par exem- 
ple, la fraction ~, dont le dénominateur est un (juarré 
parrair , ei dont le numérateur n'en est pas un. Je prends 
bmcine G de S6 qui est le plus grand quarrê contenu dans 
h nuiiiérareur 43( et la racine exacte 8 du dénominateur 
64; er (e foniie la fraction |, qui ne diffère pas de j de la 
traie racine de ^ij car, si à f on ajoutoit |, on auroit 4*. 
dont le quarré ^ surpasse la fraction j-}. 
Ou peut approcher, aussi près qu'oi 
du numérateur par le moyen d 
Ij^Dsi, tirant la racine quarrée de 4^, à moins d'un mil- 
îème pris, on aura -—■ pour la racine approchée de ^. 
Si on veut avoir seulement une fraction décimale à la ra- 
cine , on dirisera le numérateur par le dénominateur, et 
m trouvera o 819 pour cette 

180. II. cas. Tirer la racine . 
um'estpas un quan-é parfait 
Multipliez le nuniérateur et le dénominateur de la frac- 



] 



dra, delavraîff 
parties décimales. 



rrée loisijue le déiiomiiia- 



tion par le dénominateui 



schi 



ngerez 



;etrefi action 



\ une autre de même valeur (100), et dont le dénomina- 
teur est nn quarré parfait, ce qui revient au premier cas. 
I^Aînsî vous opérerez sur la nouvelle fraction comme on 
■^ient de I expliquer. Soit, par exemple, la fraction -^ dont | 
i4n demande la racine. Je multiplie le numérateur et l4fl 
néaominateur par le dénominateur 11 ; ce qui donne -Tn"} ■ 
dont ^ est la racine, à moins de -^ près. 

£n employant l'apprbximatîon des^ parties décimales, et 
I3 poiissant/usqii'aux millièmes, on trouve que la racine 
•pprochée de 55 est 7,416. Ainsi la racine de la fraction ~. 
«u 7^ esi^-^, ou 0,674. ^ J 

181. Schvlie I. Les racines des nombres composés d'eO'^ 
tierset de fractions se trouvent, en réduisant ces nombres, 
Coat-à-faic en fractions. Par exemple, soit le nombre .C5f'-; 
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qui est composé de Tenlier 65 et de la fraction -J-^. Je réilmi 
rentier en une fraction qui ait 47 pour dénominateur; ce 
qui se fait (io3) en multipliant 65 par 47^ faisant une frac- 
tion qui ait ce produit pour numérateur et 47 pour déno» 
minateur. Cette fraction est -^7—5 en sorte que le nombre 
proposé 65 ^ est la même chose que^~ -h |f , ou ^J-^-. La 
question est donc réduite à tirer la racine de la fraction 
^y~; extraction qui se fait par l'article précédent. 

183. Scholie II. Quelquefois, lorsqu'un nombre entier 
n'est pas un quarré parfait, on veut du moins déterminer 
sa racine à moins d'une unité fractionnaire d'une espèce 
donnée. Je m'explique par un exemple. Soit le nombre 3 
qui n'est pas un quarré ,parfait, et dont on demande là 
racine, à moins de -^ près. Cette questîçn se résout par 
l'article 179. Je. convertis le nombre 3 •en- une fraction qui 
ait le quarré de 1 5 pour dénominateur; c'est-à-dire qu'après 
avoir multiplié i5 par i5, ce qui donne â25, je réduis 3 
en une fraction qui ait aaS pour dénominateur. Cette frac- 
tion est 777. J'en tire'la racine approchée, et je trouve la 
fractïbn ~ qui est moindre que la vraie racine , mais qui 
n'en diffère pas de-jy. La fraction fj est un peu plus grande 
que la vraie racine, mais en approche beaucoup plus que f|. 

i83. Scholie Ilh U n'y a point de, piéthode aussi simple 
et ajissi commode pour approcher 4e la racine d'une frac- 
tion dont les termes nç.s^ont jpas de§ qiiarrés parfaits, que 
d'employer les parties. .décimales. Cette approximation 
peut être faite ua peu .autrement que nous ne l'avons 
prescrit (179 et 180). Ypici ce nwveau moyen, lequel 
comprend tout-à-la-fois les deux ca^ç. ., 
,, La fi:actio«i n-éjtant.p^s un quarré. parfjai)t, par le défaut 
âe Tun de ^ps termes ou de tous les deur, commencez par 
diviser le numérateur par le déi^ominateur, et poussez la 
division en parties décimales jusqu'à ce que vous ayez au 
quotient deux fois autant de chiffres décimaux que vous 
ypulez en avoir à la racine. Ensuite tire? la racine de ce 
quotient, comme «'il n a,voit pas de chiffres décimaux.^ et 
quand vous l'aurez trouvée, sépfirez yer^ la droite, par. 



I 

I ARITHMETIQUE. CHAP. IX.» IC9 

f une virgule, un nombre de chiffres décimaux égal à la 
moitié de celui du quotient qui exprime la valeur de la 
fraction proposée. Ainsi , ayant la fraction 7, dont on veuf 
exprimer la racine approchée avec trois décimales ; je 
divise 5 par g avec six décimales, c'est-à-dire, que je con- 
vertis 5 en 5,000000 ; le quotient de ce nombre divisé par 
9 est 0^555555, dont la racine approchée est 0,745. 

s E C T I O N 1 1. 

Extraction de la racine cube» 

184- Extraire la racine cube d'un nombre, c'est trouver 
im nombre qui , multiplié par son qnarré, produise ou le 
nombre même dont on propose d'extraire la racine , ou le 
plus grand cube qui y est contenu. 

i85. La racine cube des nombres qui ne sont pas expri- 
més par plus de trois chiffres se trouve par le moyen de 
la table de l'article 16:2. Il ne s'agit ici que de l'extraction 
dje la racine cube des nombres exprimés par plus de trois 
chiffres. 

186. Tout nombre exprimé par plus de trois chiffres en 
a nécessairement plus d'un à sa racine cube; car 1000, qui 
est le plus petit des nombres exprimés par plus de trois 
chiffres, a pour racine cube 10 , qui est exprimé par deux 
chiffres. Donc, en général la racine cube de tout nombre 
exprimé par plus de trois chiffres peut être regardée comme 
Composée de dixaines et d'unités. 

187. Nous avons vu (169) que le quarré d'un nombre 
composé de dixaines et d'unités contient le quarré des dixai^ 
nés, 'P^VLS le double produit des dixaines par les unités, plu» 
le quarré des unités..Ainsi , pour former Je cube du méma 
nombre, il faut multiplier chacune des trois parties dont 
nous venons de parler pî^ les dixaines et par les unités; 
ce qui donnera évidemment les six prQdoits siriva^nts : 

1 .** Le quarré des dixaines multiplié par les- dixaines; on, 
• cube dçs dixeiines. - . ^ - 
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â*"* Le double produit des dixaineset des unités^ par les 
dixaines ; ou le double produit du quarré des dixaines par 
les unités. 

5.^ Le quarré des unités par les dixaines. 

4." Le quarré des dixaines par les unités. 

5.^ Le double produit des dixaines et des unités , parles 
unités ; ou le double produit du quarré des unités ^ par les 
dixaines. 

6.^ Le quarré des unités par les unités; ou le cube des 
unités. 

Rassemblons toutes ces parties du cube^ et ne faisons 
qu'une même somme de celles de même espèce; nous ver- 
rons que le cube d'un nombre composé de dixaines et 
d'unités contient le cube des dixaines 'y plus trois fois le 
quarré des dixaines , multiplié par les unités ; plus trois fois 
le quarré des unités , multiplié par les dixaines ; plus le cube 
des unités. Par exemple^ le cube de 24 est composé des 
parties qu'on voit ici : 

. 3. . • cube des clixaînas. . ' 

4.8 . • t'''plc ^^ quatre desdixaînes, parles onités. 
06. t^'P'^ ^" quarré des unités , par les dixaînes. 
gA cube des unités. 

Somme 1 3824 cube de ^4* 

La première partie du cube exprime des mille , et a trois 
places à sa droite : la seconde, des centaines, et a deux 
places ; la troisième des dixaines , et a une place ; la qua- 
trième, des unités , et ne laisse point de place à sa droite. 
Il est clair que, par cette manière de foriner le cube, on 
ne fait que développer le calcul par lequel On auroit trouvé 
le nombre 13824, en multipliant à Tordinaire 24 par 24 > 
et ensuite le piroduit tésultant, par 34. 

188. Problème. Extraire la racine cube d'un nombre , oik 
du plus grand cube qui y. est contenu , si ce nombre n'est pas 
un cube par/ait^ ..... 

J'opère sur de$ exemples^ pour plu« de clarté# 
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iiSg, Exemple J. Extraire la racine cube de 5^\S6-y , ou d 
s grand cube conieiiu dans ce nombre. 

"■ "WW. 341567 132 1^ 



7667 

*799 



Le nombre Z^^Qj étante' 
imposé de plus de trois chif- 
sa racine cube en a né- 
isairemencplusd'iia(i86); 
|e adoncdesdixaiaesetdes 
litës ; et le nombre proposé 
mtieat le cube des dixaines de la racine; plus trois fota 
quarré des dixaines multiplié par les unités ; plus tro,ïr 
^ le quarré des unités multiplié par les dixaines; plu» 
iSn le cube des unités. Pour avoir la partie du nombre 
[ui contient le cube des dixaines de la racine, je sépare, 
une petite barre verticale, les trois derniers chiffres 
je vois que le cube des dixaines est contenu dans 34- 
■Cela posé, suivant la table de l'article 162, le plus grand 
ibe contenu dans 34 ^s* ^7 1 <Ionl^ 'a racine cube est 3_^ 
le j'écris après le crochet, et au dessus de la barre qi3^ 
répond au milieu de ce crochet. Retranchant le cube î\ 
de 54 il reste 7. 

A côté de 7j j'abaisse la tranche 567, et j'ai le nombrfl 
jySôy, lequel doit contenirle triple du quarré des dixaines 5 
;^e nous venons de trouver, multiplié par les unités que 
nous cherchons ; pins le triple de ces mêmes dixaines, mul- 
tiplié par Je quarré des unités; plus le cube des unités. 
Or, le triple du quarré des dixaines, multiplié par les uni- 
tés, doit avoir deux places à sa droite; ce produit est donc 
tntenu dans yS, Alors , pour avoir les unités , je divise yi 
tar 27 , triple du quarré des dixaines ; il vient au quotient a 
[ue j'écris à la suite des dixaines 5. La racine cube du 
nombre proposé, ou du moins du plus grand cube contenu^ 
iï»ns ce nombre, est donc 53, supposé que le chiffre 
écrit à la racine ne soit pas trop grand. 

Ponr éprouver ce chiffre , je fais à part les trois produits 
qd doivent se trouver dans le nombre 7^07, c est-à-dircj 
le triple du quarré des dixaines 5 par les unités a, qui est 
5400 ; le triple du quarré des unités par les dixaines , (^i 
«C 36oi eniia le cube des unités qui est 8. J'ajoute e**- 
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semble ces trois produits; et comme leur somme 5768 est 
moindre que J^Gj , je conclus que le chiffre a est bon; et, 
en retranchant 6768 de 7567, je vois que le nombre pro- 
posé 34067 surpasse le cube de 3a, de 1799. 

Lorsqu'on a eu trouvé la racine 3a, on auroit pu la 
cuber; et, en retranchant son cube 3^768 de 345G7, on 
auroit trouvé également le reste 1799- Mais il y a un petit 
avantage , dans la pratique , à faire à part les trois pi oduits 
dont nous avons parlé. On voit par leur moyen , sans beau- 
coup de tentatives , si le chiffre des unités de la racine , tel 
que la division le donne, n'est pas trop grand* En cas qu'il 
le fût, on le diminùeroit d'une unité, jusqu'à ce qu'on en 
trouvât un qui fût convenable. 

190. Exemple II. extraire la racine' cube du nombre 
94897584, ou du plus grand cube qui y est contenu. 

L'opération est indi- Cube supposé. g2^|8g7|S84f 456 •■acîne cube. 

quée ici ; exposons-en le 64 y^ 

procédé, par parties. 30897 

3772584 
5695816 

78768 



I. 



Le nombre 94897584 étant exprimé par plus de trois 
chiffres, sa racine cube en a plus d'un, et contient par 
conséquent des dixaines qui peuvent elles-mêmes être 
exprimées par plus d'un chiffre, et des unités qui sont tou- 
jours exprimées par un seul chiffre. Séparons par une 
petite barre verticale les trois derniers chiffres vers la 
droite, et nous serons sûrs que le cubç des dixaines de la 
racine est contenu dans le nombre 94897, qui reste à 
gauche. J'opère sur ce nombre comme s'il existoit seul, et 
je fais abstraction, pour un moment, de I4 tranche 584». 



II. 



Comme le nombre 94897 ®st encore exprimé par plus de 
trois chiffres, sa racine en a plus, d'un ^ et contient des» 
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dixaines et des unités. Séparons rersla droite les trois der- 
niers chiffres; il jious restera à gauche le nombre 94, 01 
contient le cube des dixaines de la racine du nombre par< 
tiel 94897. On continueroit le même partage en tranche» 
J de trois chiffres, en allant toujours de droite à gauche , 
le nombre dont on propose d'extraire la racine cube aroil 
un plus grand nombre de caractères. 

Suivant la table de l'article 162, le plus grand cube COD*. 
tenu dans le nombre 94 est 64, dont la racine cube est 4. 
que j'écris à la droite du crochet. Je retranche le cube 64* 
de 94 ; et à côté du reste 3o, j'abaisse la tranche 897. Par 
là j'ai le nombre 30897, lequel doit contenir le triple du 
quarré des dixaines 4» multiplié par les unités inconnues; 
plus le triple du quarré des unités, par les dixaines; plus 
le cube des unités. Le premier de ces trois produits doit 
avoir deux rangs de chiffres à sa droite, et se trouve^ par 
Conséquent j dans le nombre 3o8. Ainsi, pour avoir le» 
■unités de la racine cube du nombre 94897, je divise 3o8 
par 48, triple du quarré des dixaines 4; le quotient est 6. 
Mais , en faisant les trois produits que je viens d'indiquer, 
je trouve que leur somme surpasse 30897. D'où je conclus 
que le chiffre 6 est trop grand pour pouvoir être mis à la 
racine. J'éprouve le nombre 5, et Je vois qu'il est bon; car 
le triple du quarré des dixaines par 5 est 34000 ; le triple 
du quarré des unités par les dixaines est 3ooo ; le cube dejh 
unités est laS ; la somme de ces trois nombres est zyiaS/ 
qui est moindre que SoSgy. Je retranche 27125 de 308971 
il reste Syya. D'où il suit que le nombre 94897 surpasse I0 
cube de 4^, de 377a. 



Muîntômnt, je reprends la dernière trancbe 584 qu'OQi 
avoit d'abord mise à l'écart; je l'abaisse à côté de 377a, e 
j'ai le nombre 3773584. En considérant 4^ comme les 
disaines de la racine du nombre total 94897584, le nom- 
bre 3772584 doit contenir le triple du quarré de>oes dixai- 
nes par les unités qu'on cherche ; plus le triple du quarré 
des unités pur les méaie^ dixaines j plus eoâa le cube de» 

arithmétique. S^ 
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unîtes. Le premier produit doit avoir deux rangs de chif- 
fres à sa droite ; il est donc contenu dans SyysS. Divisant 
ce nortibre par 6075, triple du quarrë des dixaines 45 , il 
Viendra 6 au quotient. Je fais le produit de 6076 par 6 , qui 
est 3645000; plusle produit de 45 par 108 , triple du q narré 
de 6, qui est 48600; enfin le' cube de 6, qui est 2 16. J'ajoute 
ensemble ces tiK)is nombres; la somme est 3693816, qui^ 
étant retranchée de 3773584, donne 78768 pour reste. L'o- 
pération est achevée. On voit que 456 est la racine du plus 
grand cube contenu dans le nombre 94897584, et que ce 
même nombre sur]^asse le cube de 4^6, de 78768. 

191. Scholiel. Lorsqu'un nombre n'est pas un cube par- 
fait^ et qu'on veut approcher de sa racine cube par le 
moyen des parties décimales, il faut mettre à sa droite une 
virgule, et après la virgule trois fois autant de zéros qu'on 
veut avoir de chiffres décimaux à la racine; tirer ensuite 
la racine cube comme s'il n'y avoitpas de virgule, et quand 
elle est trouvée , y séparer vers la droite , par une virgule, 
un noinbre de chiffres décimaux égal au tiers du nombre 
des zéros qui accompagnent la virgule dans le cube. 11 y a 
donc ainsi trois fois plus de parties décimales au cube qu'à 
la racine cube. En effet, le cube d'un nombre qui contient 
des dixièmes a trois figures décimales, puisque les trois 
facteurs de ce cube ont chacun une figure décimale ; le 
cube d'un nombre qui contient deux figures décimales doit 
avoir six chiffres décimaux, puisque chaque facteur de ce 
cube a deux figures décimales; ainsi de suite. 

193. Exemple. Extraire la racine cube de 5j, qui n'est 
pas un cube parfait , et faire en sorte qu'elle ne diffère ,pas 
de la vraie racine , d'un millième. 

Puisque la racine cube cherchée doit contenir des mil- 
lièmes, et par conséquent trois figures déciofialès, le cuba 
doit avoir neuf figures' décimales. Ainsi, au lieu de 57, 
j'écris 57,000000000 qui est au fond la même chose. En- 
suite supprimant la virgule, j'extrais, par les règles pré^» 
codentes^ild racine cube du nombre 57000000000; elle 
les 1 3848,'& <h6ihs d' une unité près.Mais comme 67000000006 
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est looooooooo fois plus grand que £7, le nombre 3848 
est 1000 fois plus grand que la racine cube de S^. Il faut 
donc le rendre 1000 fois plus petit ; c'est ce qu'on fera ea 
écrivant 5,84s qui ne diffère pas de La raciue cube de Sjf 
d'un millième. 

193. Scholie IJ. Si le nombre dont on propose de trouver 
la racine cube approchée contenoit déjades chiffres déci- 
maux, on ne roettroit à sa droite qu'un nombre de zéro» 
suffisant pour avoir au cube trois fois autant de chiffres 
décimaux qu'on veut en avoir à la racine. Ainsi ^ s'il s'agit, 
par exemple, d'extraire la racine cube de 57,3, à moins 
d'un millième prés, on ne mettra que huit zéros à la 
suite de ce nombre. Fnsuite on tirera la racine cube de 
57300000000 : elle est 3855 à moins d'une unité près. Sépa- 
rant trois chiffres vers la droite par une virgule , on aura^ 
à moins d'un millième près, 3,855 pour la racine cube 4u 
nombre proposé 57,3. 

194. Scholie III, S'il falloit extraire la racine cube d'un 
nombre tel que o,o45, qui ne contient que des parties 
décimales, et qu'on demandât cette racine à moins d'un 
centième près , on mettroit trois zéros à la suite du nom- 
bre proposé , et on comuienceroit par tirer la i acine cube 
de 45000 ; elle est 35 ; à moins d'une unité près. Séparant 
dans ce nombre 35 deux chiffres vers la droite par une vii^ 
gule, on aura, à moins d'un centième près, o,35, pour la 
racine cube du nombre proposé 0,045. 

Extraction des racines cubes des fractions. 

igS. H suit des principes sur la multiplication et la n»- 
ture des fractions , que le cube d'une fraction est égal au 
cuh'i duûumérateur, divisé par le cube du dénominateur. 
Duoc réciproquement la racine cube d'une fraction est 
la racine cube du numérateur, divisée parla racine cubo 1 
du déuominaieuf. Par exemple, U racine cubedej^est-jj 1 
celle (le f^j est \. ■ \ 

196. .\ l'imitation de ce que nous avons dit ( 178) aU sujet 
de la racine carrée des fracj^ons^ distinguons de mèiAiL 
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deux cas pour les racines cubes des fractions ; l'un où le 
dénominateur est un cube parfait^ Tautre où il n'en est 
pas un. 

igy, !• cas. Tirer la racine cube i^uné fraction y lorsque 
le dénominateur est un cube parfait* 

H faut tirer la racine cubé exacte ou approchée du nu- 
mérateur , et celle du dénominateur. La fraction qui aura 
pour, numérateur la premiérç'îracine , et pour dénomina- 
teur la seconde , sera la racirie demandée. Soit, par exem- 
ple , la fraction 444 > «ïont îl s'agit d'extraire la racine cube. 
^ Je prends la racine 7 de 543f (JUi est le plus grand cube con- 
tenu dans le numérateur'458, et la racine exacte 8 du dé- 
nominateuî* 5 12 ; je forme là fraction \ qui n'est pas la 
racine exacte de ^, mais qui n'en diffère pas de j, c'est- 
à-dire d'une unité fractionnaire de même dénomination 
qu'elle. ' 

On peut approcher aussi près qu'on voudra de la vraie 
racine du numérateur , par le moyen des parties décima- 
. les. Ain^i, tirant la racine cube de 458 à moins d'un mil- 
lième près , on aura ^^ pour la racine approchée de 777. 

Si oii ûe veut avoir qu'une fraction décimale à la racine , 
on divisera le numérateur 7,708 par 8, et on aura o^gGS 
pour la racine approchée. 

198. II cas. Tirer la racine cube ^une fraction lorsque le 
dénominateur n^est pas un cube parfait* 

Multipliez le numérateur et le dénominateur par le 
quarré du dénominateur; vous ne changerez pas (100) la 
valeur de la fraction , et vous en aurez une autre dont le. 
dénominateur est un cube parfait, ce qui revient au cas 
précédent. Soit, par eicemple; la fraction | dont on de- 
vnandd la racine cube , et dont le dénominateur n'est pas 
TÎn cube parfait. Je multiplie numérateur et dénominateur 
par 81 , quarré de 9 , et fai la fraction ^rt- Prenant la ra- 
cine cube approchée 7 du numérateur , et là racine cube 
exacte 9 du dénominateur. Je forme la fraction 7 qui ne 
diffère pas de 7 de la vraie racine cube de f. 
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On approchera davantage , si l'on veut , de la vraie 
cine, en employauc les parties déciaiales comme dans 
cas précèdent. 

igg. Scholie I. Si on proposoit d'estraire la racine cubi 
d'un nombre corâposé d'un eutier et d'une fiaciJon, ontl 
commenceroit par réduire (io3) l'entier en une fraction do 
même dénominateur que celle dont il esl accouipai^né ; 
ensuite , après avoir ajouté ensemble ces deux fractions, 
on tireroit la racine cube de la somme comme ou vient do 
l'expliquer. Par exemple, qu'il s'agisse d« tirer la racine, 
cuhe du nombre 4 i ; je jéduisj'entier 4 eu uue fraciion; 
([ui ait g pour dénominateur. Parcemoyen, le nombre4îj 
devient V + ïj c'est-à-dire Jp. La question est donc ré- 
duite â tirer la racine cube de-—, ce qui se rapporte àl'ar- 
ticle précédent. 

aoo. Scholie II. Quand lin nombre entier n'est pas un 
cube parfait , et qu'on veut avoir sa racine cube à moinS 
d'une unité fractionnaire donnée près, il faut convertir 
ce nombre en une fraction qui ait pour dénominateur le 
cube du-iiombre qui est le dénominateur de l'unité frac- 
tionnaire donnée. Par ce moyen , l'opération est réduite 
au premier cas. Soit^ par exemple, le nombre 3 qui n esi; 
pas un cube parfait , et dont on veut avoir la racine cube,, 
è moins de 77 près; Je convertis 3 en une fraction qui 
le cube de iS pour dénominateur. Cette IVacûon ^st ■^_ 
dont la racine approchée est fj ou i, qui ne 4ijfi'ère ,pafc 
de tV de la vraie racine de 3. 

Èoi.5'cAoJ/cii/, Nousavoris indiqué (198 et igg) le moyen 
d'approcher, en parties décinijil^s^ de la racine cube de»,j 
fractions dont les deux tei-mes ne sont pas de,s cubes par J^ 
faits. Voici une autre manière, pljjs.simple daiulapr^ 
tique, pour parvenir au même but. , , 

Divisez le numérateur par le dénominateur, et pousse?^ 1 
l'opération, en parties décimales, jusqu'à ce que vous aye^ 
«U quotient trois fois autant de chiffres décimaux que;VOU^ 
voulez en avoir àlaraeine. Tirez la racine cube de ce quo- 
tieat^comnie&'ilu'avoitpasdepsrtiead^cimalesjCtijuiuiil 
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TOUS Taurez trouvée , 8ëparez-y vers la droite un nombre 
de chiffres décimaux égal au tiers de celui des chiffres dé- 
cimaux du cube. Ainsi ^ par exemple^ ayant la fraction |- 
dont on demande la racine cube avec trois figures déci- 

■1 •!»/ • • • 5,000000000 . f*n . .1 J • • • 

maies^ je 1 écris ainsi , et en eiiectuant la division^ 

elle devient o^555555555^ dont la racine cube approchée 
est o^8^2. 

' Il est clair que comme on est maître de pousser aussi 
loin qu'on voudra la division par les parties décimales ^ on 
est aussi maître d'approcher aussi près qu'on voudra de 
la vraie racine cube des fractions dont les termes ne sont 
pas des cubes parfaits. 



CHAPITREX. 

Des Règles éP Alliage. 

soa. JN ous avons exposé jusqu'ici les opérations fonda^^ 
mentales de l'arithmétique. Ces opérations combinées en- 
semble eH produisent d'autres que les besoins de la société^ 
ou les usages de l'arithmétique dans les différentes bran- 
ches de mathématiques, ont fait imaginer. Telle est la^ 
règle A' alliage. On trouvera dans le chapitre suivant plu- 
sieurs autres opérations composées, comme la règle de 
trois, la règle de compagnie, la règle d'escompte, etc* 

2o3. On appelle alliage un mélaiige que Ton fait d'un 
certain nombre de choses de différentes valeurs pour for- 
mer un tout d'un même nombre de parties égales entré 
elles et d'une valeur moyenne. La règle d'alliage sert à 
trouver, ou cette valeur moyenne de l'une dés parties du 
mélange quand on connoît la valeur etle nombre des choses 
dont il est composé , ou le nombre des parties des choses 
qui doivent être alliées, quand on èonnoît la valeur de 
chacune de ces parties et celle du mélange. Cet énoncé 
renferme, comme on voit, deux questions/ 
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3o4- ProblèmeT. Trouver la valeur de Vunitè du mélange, 
lorsqu'on coiinoU le nombre et la valeur des ciioses dont il 
doit être composé. 

Multipliez le nombre des choses de chaque espèce par 
]a valeur de r uni té de chaque chose, additionnez en sembla 
tous ces produits, et divisezlasoinme par le nombre total 
d«s choses alliées : le quotient sera la valeur de l'unité du 
mélange. 

2o5. Exemple I. Mfiler ensemble 3oo bouteilles de vin i 
a5' la bouteille , zoo bouteilles à zo* , i5o bouieilles à iS*; et 
trouver la valeur d'une bouteille du mélange (1). 

Puisque chaque boLiieille de la première espèce vaut aS', 1 
les ^00 bouteilles vaudroDt Soo fols 35', ou. .* . ^Sod* 1 

De aième, les 200 bouteilles à 20' chacune vau- 
«Irout 300 fois p.o' , ou ............ ' 4°^^ \ 

Enfin, les i5o bouteilles à i5* chacune vaudront 
i5o fois t5>, ou ... , ; . . aaSo* À 

Ajoutant ensemble tous ces produîtSj la sonime iSySo** 1 
est le prix de toutes les bouteilles. Donc , en divisant cette J 
somme par 65o, nombre total des bouteilles, le quotient J 
ai' 7^ sera évidemment le prix de la bouteille dii (oélange* 

ao6. Exemple II. Ona employé ^^ ouvriers^ à raison de 2S-t\ 
parjour, l54^ raison de 2,0" , 16a à raison de 18', i8o,^'l 
raison de i5' ; on demande le prix moyen de tous ces ou-J 
vriers , c'est-à-dire , combien ils gagent par jour; Vun poie,'-'^ 
tant l'autre. 

II est clair (jue 85 ouvriers à sS'par ïpur gagnent 85 fois 

sS* ou . .- ...,.,•....... 2125' 

Que i5^ ouvriers à 20* gagn'er^t 1^4 fois 20', ou 3o8o' 
Çue 16a ouvriers à i8' gagoept 16a fois 18', ou 2^16* 
Que iQo ouvriers à i5* gagnent iSo fois ^5 ^, ou 2700* 

Bomnicd^Sai'" lo8ai' 

t)ivis«flt la somme des gains par la somme ou le nombre 

d'autres endroits , Ibs anciennes mesures , 
d'une utîlîli.'E;cLicralc;maisoaIescoaTBrttra 
moyen duchap. YIU. 
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total de» ouvriers, qui est 58i , on trouvera pour quotient 
i8» fff , qui est le prix moyen cherché. 



« 
207. Problème II. Deux quantités de différentes valeurs 

étant donnée^ y déterminer ce quHl faut prendre" de chacune 
pour fornœr une quantité moyenne dontla valeur est donnée^ 
Pour çela^ faites deux fractions qui aient pour dénomi-- 
siateur commun l'excès de la plus haute valeur sux la plus 
petite^ et dont 1^ première ait pour numérateur Texcès de 
la plus haute valeur sur la moyenne, et Tautre pour nu- 
mérateur Texcès de là valeur moyenne sur la plus petite. 
La première fraction sera la partie qu'il faut prendre de 
la'plus petite Quantité; et la seconde j^ la partie qu'il faut 
pVfehdre*de'lU*plùs grapde quantité. 
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.i^o8, Çx;e[nple.. Z)eua: matières différentes, par exemple 
de Voretid^ V argent, peaànt, sous des volumes égaux, F une 
igft yVau0^ \çy^ ; d,éteiJninfir quelles parties de cliacune de 
ces- insères il faut prendre pour composer un piélange qui 
Uur suit, égal en volume, et qui -pèse i51k. 

Suivant la règl^ que nous venons de prescrire, je forme 
l^s derxj^ fractions ~, 7, qui ont pour dénominateur com- 
mun reyçès de 19 sur )6,^ et dont la première a pour nu-, 
mérateur l'excès de 19 sur i5, la seconde pour numérateur 
l'excès dé ï5 sur 10; et Je dis que pour former le mélange 
il faut prendre les 7 de la quotité d'argent et les | de 1^ 
quantité d'ôr. 

' En effet, représentons lès poids de l'or, de l'argent et^ 
du in^lange par les nombre^ respectifs 19, 10, i5; et de 
plus imagîiiom que lés^ ttoi^ volumes égaux de ces trois 
poids différents sont partagés chacun en un même nom-^ 
bre de parties égalds. Cela posé, l'excès du poids 19 sur le 
poids i5 étant 4, tandis que l'excès du poids 1 5 sur le poids 
|o est 5, il est tlaîr que si on mettoit dans le mélange pa- 
l*éil nombre de parties du volume d'or et du volume d'ar- 
gent , les premières y produiroient une augmentation de 
poids exprimée par 4, tandis que les secondes y produi-r- 
roient une diminution de poids exprimée par 5. Or, pour 
^^fi râugmèfttaU<?» eî U diiainution se compensent mu-^ 
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tuellement^ on doit prendre sur les volumes composants 
plus ou moins de parties^ selon que ces parties sont moins 
ou plus pesantes. Donc^ si vous prenez en tout g parties 
sur les deux volumes composants , vous en devez prendre 4 
sur celui d*argent et 5 sur celui d'or. Donc . en représen- 
tant chacun de nos trois volumes égaux par i ou par la 
fraction |, le volume | du mélange sera composé des j du 
volume d'argent et des j du volume d'or. 

La démonstration de cet exemple s'appliquera facile-» 
ment à touâ ceux de même nature. 

209. Remarque, Si dan$ ces sortes de questîonsle mélange 
devoit être composé de plus de deux espèces de choses, il 
y auroit plusieurs manières de prendre ces choses pour 
former I0 mélange. Ainsi , qu'où pt.oposé de faire un poids 
de i5tb, en mêlant ensemble de l'or, de l^argent et du 
cuivre^ *que Je supposé peser, sous des volumes égaux, 
igft, loft, 8îb : il est clair qu'on poùVra,.par çxemple, 
foriner Successivement avec l'argent ëî: le'ôuivre plusieurs 
corps mixtes, chacun de même volume quç chacune des 
trois matières proposées , et combiner ensuite chacuti de 
ces mixtes avec Tôt* poui» former ilïi diélange'de trois mé- 
taux qui pèse i5tb. On pourroit aussi foj*niër d*abor4 de 
plusieurs manières un mixte d'or et d'argent^ pourvu que 
ce mixte pesât plas ici x^tb; puis le'pomTbîner avec k cuW 
yre^ etc," 
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CHAPITREXI. 

Des Règles de Proportions. 



KOTIONS PRELIMINAIRE Sr 

:^io. v/N appelle rapport ou raison la comparaison de 
deux grandeurs^ qui sont nécessairement toujours de la 
même espèce pour pouvoir être comparées entre elles, 

Si^ en comparant deux grandeurs^ on considère de 
combien l'une surpasse l'autre, pu est surpassée par l'au- 
tre^ cette différence s'appelle rapport arithmétique,. raison 
ûrithmé tique. Par exemple j, le rapport arithmétique de laj 
pieds à 7 pieds est;5 pieds^ excès de. i;&, pieds sur 7 pieds; 
celui.des nomb.res abstraits 12 et 7 eçt le ^pmbre abstrait 5, 
On voit que Iq r.apport arithmétique de deux grandeurs est 
toujours de même espèce qu'elles. . 

Majs si^ en comparant deux graijdeurs, on considère 
coiiibien de fois l'une contient rautre, ou est contenue 
dans l'autre, ce nombre de fois s'appelle rapport geoiné-^ 
trique. Par exemple, le rapport géométrique de 12. pieds 
à 4 pieds est 3, quotient de laP*- divisés par 4^'* H ^^^ clair 
que le rapport géométrique peut être considéré comme 
une fraction qui a pour numérateur l'un des deux nom- 
bres comparés, et pour dénominateur l'autre. Ce rap- 
port est toujours'un nombre abstrait. 

Les deux grandeurs qui forment un rapport, soit arith- 
métique , soit géométrique , s'appellent les termes de ce 
rapport. Celui qu'on prononce ou qu'on écrit le prenîier 
s'appelle antécédent, et l'autre s'appelle conséquent. Ainsi, 
si l'on compare, arithmétiquement ou géométriquement, 
18 à 6, le ter«ie 18 est l'antécédent, et le terme 6 est le 
conséquent. 
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211. Le résultat de la comparaison de deux rapports 
légaux forme une proportion, qui est arithmétique ou gèc^ 
métrique , selon que les deux rapports sont arithmt'tique» 
ou géométriques. Par exemple, le rapport arithmétique 
de 12 à 7 étant égal à celui de g à 4, les quatre nombres 
12, 7, g, 4 formenr une proportion arithmétique qui s'é- 
crit ainsi, 12. 7 : 9. 4- Le rapport géomt'triqua de 12 à 4 
étant égal à celui de i5 à 5, les quatre nombres 12, 4. i5> 
S forment une proportion géométrique qu'on écrit ainsi, 
ia:4-* i5:5. 

Dans l'une et l'autre sorte de proportions, le premier 1 
et le troisième termes s'appellent les antécédents , le s&r 1 



cond et le 



qua 



rième, les conséquents ; le premier et le ! 



quatrième termes s'appellent les extrêmes ; le second et 1* 1 
troisiènie, les moyens. " 

Nous n'avons besoin dans ce qui suit que de quelque» 
propriétés de la proportion g<^omérrique ; nous nous bow 
Bons donc ici à exposer ces propriétés. On trouvera danfl 
le traité d'algèbre la théorie générale des proportion! 
arithmétiques et géométriques. 

312. Dans route proportion géométrique , le produit de$ 
extrêmes est égal au produit des moyens. 

Soit, par exemple, la proportion 2:6::i2:36. Je dîf J 
que le produit de 2 par 36 est égal au produit de G par i3(^ J 
ce qui s'exprime ainsi , 2 X 36=^6 X 12. 

En effet, puisque les quatre termes proposés forment | 
«ne proportion , les deux fractions f j ^ , sont égales. Hia 
duisons cas deux fractions au même dénominateur 

, , , p . , I ïX36 6Xri 

aurons encore ( 100) les deux fractions égales — ^>-, - ■?• 

Or, ces deux fractions ayant le même dénomioateur^^J 
e»t clair qu'elles ne pourroient pas être égales, si leurs nii> g 
Hiérateuran'étoient pas égaux. Ainsi on a,aï<36=6x la. 
Chacun de ces deux produits est 73. 
I On voit que la démoustration précédente n'est pas par- 
ticulière à l'exemple que nous avons choisi, et qu'elle 
s'appliquera également & toute» sortes de proportioai'i 
géométriques. 
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a 1 3. Donc, si le premier terme d'une proportion est V unité, 
le quatrièm^e terme sera égal au produit des moyens. Ainsi , 
dans la proportion i : 4 • • 8 : 33 , le terme 32 est égal au pro- 
duit de 4 pai* 8 ^ parce que le produit de 32 par 1 ^st 32. 

214. Si dans une proportion les jno^ens sont égaux , comma 
par exemple dans la proportion 2:4 •• 4'^^ ^^ produit des 
moyens est le quarré de Vun des moyens , et ce quarré est égal 
au produit des extrêmes • 

On appelle ces sortes de proportions , proportions con-* 
tinues; au lieu d'écrire à T ordinaire 2:4 •• 4*8^ on écrit^ 
pour abréger, H 2:4:8. 

21 5.11 suit de ces principes que si dans une proportion géo- 
métrique on connoit trois termes quelconques , on pourra 
trouver celui qui manque. Car si Ton a les deux moyens 
et un extrême , on aura Textréme inconnu en divisant le 
produit des moyens par l'extrême connu. Si Ton connoît 
les deux extrêmes et un moyen, on aura le moyen inconnu 
en divisant le produit des extrêmes par le moyen connu. 

Par exemple, qu'on ait les trois termes 2, 6, 9, appar- 
nants à une proportion géométrique , et que 2 soit l'un des 
«xtrém«s , on multipliera les moyens 6 et 9 l'un par l'autre, 
ce qui donne 54; et on divisera ce produit par 2 : le quo- 
tient 27 sera rextrême cherché ; en sorte que la proportion 
complète est 2:6:: 9:27, ou 27:9 :: 6:2* 

Si les trois termes 2, 6, 9, étant donnée, celui qu'on de- 
mande doit être un moyen, a et 9 étant les extrêmes ; on 
multipliera 2 par 9, et oja divisera le produit 18 par .6 : le 
quotient 3 sera le moyen cherché.; lia proportion complète 
est donc, 2:3:: 6:9, ou 2:6:: 3:9, selon que le terme de- 
mandé est le second ou le troisième terme de la propor- 
tion. '•■■•• ■'':.■•■■ •.•••* 

ITSAGES DES PROPORTIONS OÉ OMETRIQ^^^ S. 

Règle de trois. 

..316. La règle de trois est une opération, pu du moins 
s^ réduit à une opération par laquelle, étant donnés trois^ 
t^tfoiies quelconques d'u»e proportion , on trouve celui 
«jui mancjue. 
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n y a deux espèces de règles de trois ; la règle de trois 
directe^ et la règle de trois irwerse ; et Tune ou Tautre peut 
être simple ou composée. 

Règle de trois directe et âimpleé 

017. La règle de trois est simple et directe, lorsque re- 
noncé de la question qui donne lieu à une telle opération 
ne contient que trois quantités connues^ et que ces trois 
quantités étant supposées former avec celle qui manque 
une proportion géométrique ^ les deux termes de même 
espèce^ qui composent Tun des rapports^ sont comparés 
entre eux^ suivant le même ordre que les deux autres ter- 
mes^ aussi de même espèce^ qui doivent composer le second 
rapport. 

21 8* Exemple I. Si 2j aunes d^un certain drap ont coûté 
5oo**^, combien coûteront 48 aunes du même drap? 

H est évident que le prix des aunes de drap doit être d'au- 
tant plus grand qu'elles sont en plusgrand nombre; et que, 
par conséquent^ le rapport des 27 aunes aux 48 aunes est 
le même que le rapport du prix 5oo"^ des premières au prix 
inconnu des dernières. Les aunes sont donc comparées 
entre elles suivant le même ordre que les prix qui leur cor- 
respondent. Ainsi, cet exemple appartient à une règle de 
trois directe- simple ; et pour avoir le prix inconnu des 48 
aunes, il faut chercherle quatrième terme a: de la propor- 
tion suivante, ay^""-: 48^011. :. 5oo"^::i?. 

Dans cette proportion, les deux premiers termes pe,u- 
vent être regardés comme des nombres abstraits : car il est 
clair que le rapport de 27 aunes à 48 aunes est le même que 
celui du nombre abstrait 27 au nombre abstrait 48 > puis- 
que, dans les deux cas, on a également pour quotient 
la faction abstraite,—. Notre proportion devient donc, 
37 : 48 : 5ôo*^ \x\ et le quatrième terme x est un nombre de 
livres qu'on trouvera (216) en multipliant 5oo"^ par 48, et 
4iWsant le produit par 27. Ce terme est 888** 17' 9"^ 7. 

aig. Exemple II. Prendre les quatre deniers pour J^/r^ 
Hune somme proposée^ par ejcem^le^ d^ 5QP<Jh*té 
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J'uinqiron doit retenir 4 deniers snr diaque lirre^ qui 
vmit 'x\o daniors^ il e$t évident que le rapport de 240 de- 
mpv% à 4 «U^iierA est égal au rapport de 5ooo*^ au nombre 
(I0 livroA t| 11*00 doit prendre sur cette somme. Ainsi on a 
4)<iMo ptoju>rtion^ i^o^:4^ '•' Sooo^ro:^ dans laquelle les 
t|uiintité» i\v intime espèce, qui forment le premier rapport^ 
iiunt compan^es <^ntr'elles , dansie même ordre que les deux 
quantités qui forment le second rapport. 

Ku regardant, ce qui est permis, les deux premiers ter- 
nit^» comnio des nombres abstraits, cette proportion de- 
vitint , ^40:4 - 5ooo** :a:. Le quatrième terme x , qui est un 
nombrt^ do livres, se trouve en multipliant 5ooo*^ par 4, et 
divUant par 34^» c Vst-à-dire , en multipliant 5ooo^ par la 
fraction ~ qui se réduit à t?. Or, multiplier 5ooo** par ^, 
cVîit (I uO diviser 5i>oo** par 60. On trouve pour quotient 
8S^ (>• 8 ' ; et cVst ct^ qu*on doit retenir sur les 5ooo* , à rai- 
)ioa dt> 4 deniers pour livre* 

aiîo» R\t^iupU> III. 5/ 37^ S> 8p^ d'un certain om'rage ont 
i\^iUiit \\x\^ 8' « on di^manJe combien onjera de ioises dis 
tn^'f^c i»44k'/'a^v fvtir t>58" lo** 

Il 0!kt clau que le rapport du prix des premières toises au 
prix de celU\x qu*on cherche est le même que le rapport du 
M\MuSie do< pvemi^res toî$^s au nombre des secondes ; et 
\ÎKie pAV v\^use\juent les deux prix sont comparés entre eux, 
>ui\ Aut le mèine t>r\!re que les deux nombres de toises. On 
a donc cette j^rv^portKMd , i<KTk* S*:658* lo* :: or^ S^ 8 •^ :x ; 

Ou V;eii ^ en reiluisaiit les deux premiers termes en 

Ou Lien encore ^en rt^i:[an)aL«itle$dtenfnsiiËR termes 

comme des nûmbre* aî^straiX*^* 

I«e qiiatrièzne i^rme x qu^on cheJTtii^ e^wa^Mibre d« 

toi&tîi^ et on troure qîi'il est i^S■^ 5r i»*^ ^^ 

Ktigle dt trtfit directe compiMe^ 
A^^> \^9T§/^pt^ liim^ Tiktiontyk de la qxiefiaiBiiai <|a£ doiuxe 
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connus, l'opération qa'îi faut ftiire pour résoudre rell« 
question s'appelle lAgle <îe trois directe composée. Elle s* 
réduit à une rè^jle de trois directe simple , en y distinguant 
deux causes et deux effets, multipliant eobemble les fac- 
teurs d'une même cause, et multipliant aussi ensemble les 
facteurs d'uu même effet, comme je vais l'expliquer par 
des exemples. 

222. Exemple I. Si'5o ouvriers trai'ailîant -pendaiu 5 Jours , 
à raison de 8 heures par jour ^ ont fait 45 loises (Vouvrage\ 
tombien aS ouwriers, travaillant pendant 20 j'ottrs, à raison 
de 10 heures par jour , feront-ils de toises d'ouvrage? • 

On voit que cet énoncé renferme sept quantités connues* 
Mais on observera que 5o ouvriers, 5 jours et 8 heures, 
sont lit cause du premier effet qui est 45 toises d'ouvrage; 
p*t que a5 ouvriers, 20 jours, 10 heures, sont la cause du 
ivcond effet, qui est le nombre inconnu de toises d'ou- 
nage. Je raisonne donc ainsi : 3o ouvriers travaillant peu- 
tSJours, font le même ouvrage que 5 fois Soouvriei 
jnjour; et de pins cette dernière troupe d'ouvriers tn 
Taillant 8 heures par jour, faille même ouvrage que8foii' 
la même troupe travaillant pendant ■ heure. £n cons^ 
quence, je multiJ^lie 3o ouvriers par 5; ce qui donne i5o 
Ouvriers, que je multiplie encore par 8 ; et j'ai 1200 ou»- 

r'ers, qui fout, pendant 1 heure, le même ouvrage qun 
première troupe d'ouvriers, proposée par l'état de lu 
ipiestion. 

Pareillement, iS ouvriers travaillant pendant 20 jouri 
font le même ouvrage que 20 fois a5 ouvriers, ou 5oo oi>- 
Triers, en i jour: et ces 5oo ouvriers, travaillant 10 heures 
ipar jour, font Je même ouvrage que 10 fois 5oo ouvriers, 
bu 5ooo ouvriers en 1 heure. Ces 5ooo ouvriers peuvent 
Jonc être substitués à la seconde troupe proposée par l'état 
de Itt question. Ainsi cette question revient i la suivante ; 
■Si I300 ouvriers font , en 1 heure, 45 toiics d'ouvrage ; com- 
iieiiSoooouvriersfcvont-ils de toises pendtiiU le mértie temps? 
laquelle se rapporte à k règle de trois directe et simple. 
Le temps du travail, pour les deux nouvelles troupes d'ou- 
ïriers, étant le mêuie^ on ne s'en mettra ^as^lus en peine;_ 
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et le nombre de toises qu'on cherche sera le quatrième 
terme de cette proportion, iaôo««^^*:5oooo»^- :: 45':x; ou 
bien ( en regardant) les deux premiers termes comme des 
nombres abstraits)^ laoo : 5ooo :« 45^ : a:. On trouve que x 
est 187^ T- 

ar&S. Exemple IL Si 20 trai^ailléuts dé terre enlèi^ent^ en 
1 5 Jours, 45 toises cubes {i) de terre ; combien a5 traf^ailleurs, 
en ^o Jours ^ enla^ront'ils dé toises cubes de terre, en suppo^ 
sant que les premiers om^riers traînaillent 8 heures par Jour , 
les seconds 10 heures par Jour, que la force de la première 
troupe d^ ouvriers est à la force de la seconde , comme 6 est 
à 7, et que la dureté du premier terrain est à la dureté du 
second, comm^ 9 est à iil 

Il y a, comme on voit, dans cet énoncé, bien plus de 
trois quantités connues. Mais on les réduira à trois , en 
considérant que zo ouvriers, i5 jours, 8 heures, et la 
force 6, sont la première cause; que 4^ toises de terre 
enlevées et la dureté 9, sont le premier effet; que 25 ou- 
vriers ,1 4^ jours, 10 heures, et la force 7, sont la seconde 
cause ; que le nombre inconnu de toises de terre enle-^ 
vées, et la dureté 11, sont le second effeté 

Or, 1." il est clair que 20 ouvriers, travaillant pendant 
i5 jours, font le même ouvrage que i5 fois 20 ouvriers^ 
ou 3oo ouvriers, pendant 1 jour; et ces 3oo ouvriers étant 
supposés travailler 8 heures par jour, font le même ou- 
vrage que 8 fois 3oo ouvriers, ou 2400 ouvriers, en 1 
heure. De plus , ces ouvriers ayant une force exprimée 
par 6, font le même ouvrage que 6 fois 2400 ouvriers, ou 
.14400 ouvriers, qui auroient une force exprimée par 1. 
Ainsi je vois que, par rapport à la première troupe d'ou- 
vriers proposée par Tétat de la quiestion, le travail est le 
même que celui de 14400 ouvriers qui travailleroient pen- 
dant 1 heure, avec 1 degré defotce. 

2.** En raisonnant de même par rapport à la seconde 



fil- 



(i) On appelle tahe- cube un solide eiî fonne de dé à jouer , qui a 
ï toise ?ur ciucijjuç 4^ tcoi* dimensions , longueur, largeur et pro-^ 
fondeur^ 
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trOilpe d'ouvriers , on verra que leur travail est le même 
que celui d'un nombre d'ouvriers exprimé par le produit 
résultant de la multiplication successive des nombres 4o> 
a5^ lo^ 7; c'est-à-dire, de 70000' ouvriers, qui travaille*» 
roient pendant 1 heui*e avec 1 degré de^orce* 

3.° Les 45 toises cubes de terre enlevées dans le pre« 
mier terrain, dont la dureté est exprimée par 9, occa- 
sionnent le même travail que 9 fois 4^ toises , ou 4^5 
toises^ enlevées dans un terrain dont la dureté seroit 1. 

4** ^^ nombre inconnu x de toises enlevées dans un 
terrain dont la dureté est exprimée par 11, occasionne le 
même travail que 11 fois ce nombre a:, ou 11 a? toise» 
cubes enlevées dans un terrain dont la dureté est i« 

Par toutes ces réductions, nous n'avons plus à consi- 
dérer que deux troupes d'ouvriers qui ont la même force^ 
et qui travaillent pendant le même temps dans des ter- 
rains également durSé D'où il suit que les ouvrages de ces 
ouvriers seront proportionnels à leurs nombres^ On aura 
donc la proportion suivante , dont les différents termes 
résultent de la multiplication successive des facteurs écrits 
au dessus d'eux ; 



ijO»"». 


250UT; 


AT 


X* 


i5 


40 


9 


11 


8 


10 


• 




6 


7 







14400°**^' : 70000^"^- :* 4o5^ i lia?} 

4 

proportion qui devient ( en regardant les deux premiers 
termes comme des nombres abstraits), 14400 • 70000::. 
4o5' : lia?i Le quatrième terme 1 ix est égal à 4o5^ X ^ff^J 
il est par conséquent ^-^;t^^ ; c'est le nombre de toises en- 
levées dans le terrain dont la dureté est 1. Donc^ pour 
avoir le nombre cherché de toises enlevées dans le terrain 
dont la dureté est 1 1 , il faut diviser le nombre ^-^^"f par 

11; ce qui donne pour quotient ^^|^> ou 178^ |f 4 
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Règle de trois inverse simple. 

224« Une règle de trois est inverse et simple , lorsque 
renoncé de la question qui y donne lieu ne contient que 
trois quantités connues , et que ces trois quantités for- 
ment^ avec celle qu'on cherche^ une proportion dont les 
termes doivent être comparés ensemble dans un ordre 
inverse de celui suivant lequel ils se correspond^nt• 

225. Exemple. 5/3o ouvriers ontemployé \% jours à faire 
Un certain ouvrage ; comhieri 25 ouvriers emploieront-ils de 
jours à faire le même ouvrage ? 

On sous- entend que les deux troupes d'ouvriers ont 
la même force et qu'elles travaillent le même nombre 
d'heures par jour. 

Puisque l'ouvrage exécuté est le même dans les deux 
cas , il est clair qu'il faudra pour cela d'autant moins de 
jours qu'on emploiera plus d'ouvriers. Le rapport des 
deux nombres d'ouvriers doit donc être pris dans un 
ordre inverse de celui des jours qu'ils emploient à tra- 
vailler, c'est-à-dire, que les 3o ouvriers sont aux 25 ou- 
vriers, comme le nombre de jours employés par ces der- 
niers est au nombre de jours employés par les premiers. 
Ainsi il faut faire la proportion, 3o:25 :: a:: i8. Multipliant 
ensemble les extrêmes, et divisant le produit ^540 par le 
second terme 25 , on trouvera que le nombre inconnu a? 
>^de jours est 21 1. 

Rhgle de trois inverse composée. 

226. Lorsqu'il y a plus de trois quantités de connues 
dans l'énoncé d'une question qui demande, pour être 
résolue , une proportion dont les rapports doivent être 
pris dans un ordre inverse; l'opération qui résout la 
question est une règle de trois inverse et composée. 

2>Qfj. Exemple. Si 20 ouvriers travaillant pendant i5 
jours y et 8 heures par jour , font un certain ouvrage ; coin-' 
bien faudra^t-il d^ ouvrier s , travaillant pendant 3o jours , 
^ures par jour j pour faire le même ouvrage?^ 
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Un travail de i5 jours et de 8 heures par jour est la 
même chose qu'un travail de 8 fois i5 jours, ou de lao 
jours et de i heure par jour. De même un trav lil de 3o 
jours, et de lo heures par jour, est la même cho^o qu'un 
travail de lo fois 3o jours, ou de 3oo jours, et de i heure 
par jour. La question proposée revient donc à celle-<)i : 
Si a^o oui^riers travaillant pendant mo jours , font un certain 
ouvrage y combien faudra-t-'il d'ouvriers travaillant pendant 
3oo jours pour faire le même ouvrage , les deux troupes 
d'ouvriers travaillant par jour le mém.e intervalle de temps , 
qui est i heure? Ainsi elle se résout par une règle de trois 
inverse simple, car le nombre de jours décroît à mesura 
que le nombre des ouvriers croît. On fera donc la pro- 
portion, ao°"^:ji;:: 3oo^:i2o', ou bien, ao""^*: à?:: 3oo:isio; 
et on trouvera que le nombre inconnu x d'ouvriers est'8* 

Règle de compagnie* 

2^8. La règle de compagnie est une opération par Ia« 
quelle on partage un nombre en parties proportionnelles 
à des nombres donnés. Elle est d'usage dans le commerce^ 
pour répartir les gains faits en société^ à raison de chaque 
mise particulière. 

229. Exemple. Trois négociants ont mis dans le comtm 
merce y le premier y 2000^; le second, 5844"^ > ^ troisième^ 
•7548**^ ; le gain résultant de ces trois m^ises est 4000*^ ; comr* 
bien revient^il à chaque négociant, proportionnellement à sa 
mise? 

Les trois gains devant être proportionnels aux trois 
mises , on a cette suite de rapports égaux. 

Première mise : premier gain : seconde mise : second gain :: troisième mîse : troi- 
sième gain. 

De plus, il est évident que la somme des mises sera à la 
somme des gains, comme chaque mise particulière est 
au gain correspondant. J'ajoute donc ensemble les trois 
mises , et je forme ces trois proportions : 

1.° iSSgii^ somme des trois mises : 40^0^ gain total:: 
aooo*^ mise du premier négociant : au gain de oe négo-« 
ciant^ qu'on trouve de Sig*^ x5' vrr» 
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d.^ 15392** : 4000"^ :: 5844**^ mise du second négociant : 
au gain de ce négocicint, qu'on trouve de i5i8** i4*|ff. 

3.° 1 5392*^:4000"^ :: 7548** mise du troisième négociant: 
au gain de ce négociant, qu'on trouve de 1961** 10* |~, 

Quand on a eu trouvé les gains des deux premiers né- 
gociants, on auroit pu trouver tout de suite celui du troi- 
sième, en retranchant la somme des deux premiers gains^ 
du gain total. Le seul avantage qu'il y ait à faire la troi- 
sièmév proportion , est qu'elle peut servir à vérifier les 
deux autres; car, si Ton a bien opéré, le quatrième terme 
de cette proportion doit être égal au reste qu'on trouve 
en retranchant du gain total la somme des deux premiers 
gains. 

23o. On voit que pour résoudre la question précédente 
nous n'avons été obligés que d'employer des règles de trois 
simples. Voici un exemple qui demande des règles de trois 
composées, 

i23i. Exemple. Trois personnes ont mis en société , la 
première y 2000**, qui ont resté 6 mois dans le commerce ; la 
seconde, 3454"^^ qui y ont resté 8 mois; la troisième, 6482**^ 
qui y ont resté un an ou 12 mois; le gain résultant de ces 
trois mises est 4000"^ ; combien rev^ient^il à chaque personne 
à raison de sa mise et du temps que chaque mise a resté 
dans le commerce ? 

Il est évident, 1.° que les 2000** qui ont resté 6 mois 
dans le commerce, doivent produire le même gain que 6 
fois 2000^, ou laoco** qui y auroient resté pendant 1 mois. 

3.° Que les 54^4*+ qui ont resté 8 mois dans le commerce, 
doivent produire le même gain que 8 fois 3454**, ou 27632**, 
qui y auroient resté pendant 1 mois. 

3.° Enfin, que les 5482'*^, qui ont resté la mois dans le 
commerce, doivent produire le même gain que 12 fois 
5482^, ou 65784'*^ qui y auroient resté pendant 1 mois. 

Ainsi la question proposée est la même que si la pre- 
mière mise et oit 12000"^; la seconde, 27652**; la troisième, 
65784**; et que ces trois mises fussent restées le même temp»^ 
dans le commerce : ce qui revient au premier cas, et n^ 
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de mande j4us que des règles de trois simples*. J'ajoute en- 
semble les trois nombres 12000**^ 2763^**^, 65784**; la somme 
est 105416**^ Ehsuite je fais les trois proportions : 

1.° 105416:4000 :: 1200 : au gain du premier négociant, 
qu'on trouve être 455^ 6*^ g"^ rrrh > 

a.® 105416:4000 :: 27632^: au gain du second négociant, 
qu'on trouve être 1048'* 9" 10' TrrrTf 

3.° 105416 : 4000 :: 65784"^ : au gain du troisième nëgo** 
ciant, qu'on trouve être 2496** 3' 4' ttttt- - • 

Règle d'intérêt ou d'escomptée 

aSa. La règle d'intérêt ou d'escompte est une opération 
par laquelle, connoissant l'intérêt qu'une certaine somme 
rapporte pendant un temps donné, on détermine l'intérêt 
qu'une autre somme quelconque doit rapporter propor- 
tionnellement pendant un temps aussi donné. 

a33. Exemple I. On demande combien 6784**^ doivent 
rapporter d* intérêt en 27 mois , à raison de 5 pour \oo, 
c*est^'^ire , en supposant que 100"^ rapportent 5^ en un an. 

Il est évident que 100"^ en un an ou en 12 mois rappor- 
tent le même intérêt que 12 fois 100**, ou 1200**^ en 1 mois; 
et que 5784^ en 27 mois rapportent le même intérêt que 
27 fois 5784'*, ou iSôiGS** en un mois. L'intérêt qu'on de- 
mande est donc le quatrième terme de la proposition suii» 
vante, 1200: 5:: 1 56 168*+ :x. On trouve que ce quatrième 
terme x est 650*+ 14®. 

a34* Exemple II. Un homme prête à un autre une somme 
qui se monte à 5848'^, en y comprenant F intérêt pour un 
an , à raison de 5 pour 100 ; au bout de huit mois le prêteur 
demande à être remboursé : déterm^iner la somme que Venv* 
prunteur doit rendre ^ en déduisant V intérêt pour les 4 mois 
que Varient auroit dû rester encore entre ses mains. 

Puisque 100^^ rapportent 5"^ d'intérêt en 1 an, il est 
clair que la somme io5** comprend le capital et l'intérêt 
relatifs à 100'^. Donc, si l'on fait cette proportion, io5: 
5 :: 5848:0?, le quatrième terme x sera la partie pour lar 
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i/uième de i , de quel nombre 60 condent-^U la moitié, le 
quart et le cinquième. 

Ainsi la proportion qui résout cette question est^rj 
1 :; 60: au nombre cherché^ qu'on. trouve être 63-^. 

Règles de deux fausses positions, 

a3g. Les exemples précédents n'ont demandé qu'une 
seule fausse position ; le suivant et ceux de même nature 
en demandent deux. 

^40. Exemple, Partager 3oo* entre trois personnes y de 
rndnière que la seconde ait deux fois autant que la première, 
et 6^ de plus , et que la troisième aii autant que les doux 
autres, et 10**^ déplus* 

En supposant que la part de la première personne soit 
l*^ ; celle delà seconde sera a** -+-6^, ou 8**^; celle de la troi-^ 
sième sera i^-h8*^-+-io^, ou 19^; et la totalité de ces trois 
parts sera 28*^. Cette supposition est fausse, parce que la 
totalité des parts supposées ne fait pas 3oo*^« De plus, les 
parts supposées ne sont pas proportionnelles aux véri- 
table^ parts ; car dans la seconde part il entre le nombre 
invariable 6**^^ et dans la troisième il entre le nombre in- 
variable ô^'-f-io"^^ ou 16*^. Or, en faisant changer la pre- 
mière part i , les deux nombres invariables dont nous 
venons de parler empêcheront que la seconde et la troi- 
sième parts ne changent proportionnellement à la pre- 
mière. Si nous voulons donc avoir des proportions pareilles 
ii celles du premier cas , négligeons dans la seconde et la 
troisième parts supposées les nombres invariables qui les 
affectent, et retranchons la somme 6"^-+-l6^^ ou 22^ de 
ces mêmes nombres, du nombre proposé 3oo^. Il nous 
Testera 278 à partager en trois parties , telles que la se- 
conde soit double de la première, et que la troisième soit 
égale à la somme des deux autres. Ainsi on aura les trois 
parts véritables dç ce dernier énoncé, en faisant ces trois 
proportions : 

;,^ 6 ; n :; 1^78"^ ; première part, qu'on trouve être 46^ 
6» 8^ 
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a.* 6:a :: 378*^ : seconde part, qu'on trouve être 92* 
ly 4<'. 

3.® 6:3:: 378*^: troisième part, qu'on trouve être iSg*. 

Maintenant, pour avoir les parts conformément à re- 
noncé de la question fondamentale, il faut ajouter 6** à 
la seconde des parts qu'on vient de trouver, et 16*^ à la 
troisième. Par ce moyen on aura 

Première part cherchée • . • 4^**^ 6' 8^ 

Seconde part cherchée •• 98 i3 4 

Troisième part cherchée i55 o o 

Somme 3oO^ 



mt 



CHAPITRE XII. 

Des changements d^ ordre y et des combinaisons. 

k^i .yJ N appelle changement d^ordre , permutation , l'art de 
former avec un certain nombre de choses tous les résul- 
tats dont elles sont susceptibles, en les plaçant les unes à 
côté des autres, de toutes les façons possibles; et combi^ 
naison, la manière de prendre plusieurs choses deux à 
deux, trois à trois, quatre à quatre, etc. , suivant certai- 
nes conditions. 

Nous représenterons les choses à permuter pu à combi^ 
lier par les lettres A, B, C, D, etc. de l'alphabet. 

Des permutations. 

^42» D est évident, 1.** qu'une lettre A, considérée toute 
seule, n'est susceptible que d'un seul changement d'ordre 
qui est A. 

3.* Que deux lettrés A et B peuvent former les deux mots 
AB , BA, et sont par conséquent susceptibles de deux chan- 
gements d'ordre. 

3.** Qu'en prenant une troisième lettre C, elle peut oc- 
cuper trois places différentes dans chacun des deux mots 
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formés des deux lettres A et B; savoir, une au commen- 
cement, une au milieu, et une à la fin; ce qui donne le» 
six mots CAB, ACB, ABC, CBA, BCA, BAC. Ainsi trois 
lettres sont susceptibles de six changements d'ordre. 

4-*' Qu'en prenant une quatrième lettre D, elle peut oc- 
cuper quatre places différentes dans chacun des mots for- 
mées de trois lettres A, B, C; savoir, une au commence- 
ment, une à droite de la première lettre, une à la droite 
de la seconde, et une à la droite de la troisième. D'où il 
résulte que quatre lettres sont susceptibles de 6 fois 4^ ou 
%r de 24 changements d'ordre. 

On voit par un raisonnement semblable que 5 lettres 
peuvent recevoir 5 fois a4, ou 120 arrangements différents; 
que six lettres en peuvent recevoir 6 fois 120 , ou 720 ; que 
7 lettres en peuvent recevoir 7 fois 720, ou 5o4o, etc. 

Il suit de ce détail qu'on aura tous les arrangements que 
peuvent recevoir plusieurs lettres, en écrivant la suite des 
nombres naturels 1,2, 3, 4, 5,6,7,8, etc. Puis multi- 
pliant ensemble autant de termes du commencement de 
cette suite, qu'on a de lettres dont on veut déterminer les 
changements d'ordre. Par exemple, pour déterminer tous 
les changements d'ordre dont quatre lettres sont suscep- 
tibles, on multipliera ensemble les quatre premiers termes 
de la suite précédente: ce qui donne 1 XaX3X4^ou24^ 
pour le nombre de ces arrangements. 

Des combinaisons. 

24^' ^- cas. Supposons qu'on ait à combiner ensemble un 
certain nombre de lettres, par exemple, les cinq premières 
lettres A, B , C, D, E, de l'alphabet, et qu'on veuille dé- 
terminer le nombre de mots qu'elles peuvent former, étant 
prises une à une, deux à deux, trois à trois, quatre à 
quatre, cinq à cinq. La question se résoudra ainsi. 

11 est clair, i."* qu'avec les ciuq lettres A, B, C, D, E, on 
ïi^ peut former que cinq mots composés chacune d'une 
^eule lettre. Ces cinq mots sont A, B, C, D, E. 

^•"^ Qiie, pour former tous les mots de deux lettres, on 
peut écrire chacune de cinq lettres A^ B, C, D, E, à b 
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gauche ou à la droite de chacun des cinq mots d'une let- 
tre. Je mets la particule disjonctive ou ^ parce que si, après 
avoir écrit chaque lettre à gaiiche de chacun des cinq mots 
d'une lettre , on Fécrivoit ensuite à droite , on auroit une 
nouvelle suite qui contiendroit les mêmes mots que la pré- 
cédente. Il ne faut donc considérer que l'une ou l'autre 
suite ; et on voit que le nombre de mots composés de deux 
lettres sera exprimé par 5x5, c'est-à-dire par 25. La suite 
de ces mots est AA, AB, AC, AD, AE, BA, BB, etc. 

3.»** Qye, pour former tous les mots de trois lettres, on 
peut écrire chacune des cinq lettres A,B,C, D,E,à gau- 
che de chacun des mots de deuxlettres. ( Nous n'employons 
pas les autres permutations, parce qu'elles ne feroient que 
redonner les mêmes mots). D'où l'on voit que le nombre 
de mots de trois lettres sera exprimé par 5 X 5 X 5, c'est- 
à-dire par 125. La suite de ces mots est AAA, AAB, AAC, 
AAD, etc. 

4.* Que, pour former tous les mots de quatre lettres, 
on peut écrire chacune des cinq lettres A,B,C,D,E,à 
gauche de chacun des mots de trois lettres. Ainsi le nom- 
bre de mots de quatre lettres est exprimé par 5x5x5x5, 
c'est-à-dire par 625. La suite de ces mots est AAAA, AAAB, 
AAAC, AAAD, etc. 

5.** Enfin que, pour former tous les mots de cinq lettres, 
on peut écrire chacune des cinq lettres A, B, C, D, E, à 
gauche de chacun des mots de quatre lettres. Par consé- 
quent le nombre de mots de cinq lettres est exprimé par 
5x5x5x5x5, c'est-à-dire, par 3ii25. La suite de ces mots 
^st AAAAA, AAAAB, AAAAC, AAAAD, etc. 
• On voit qu'en employant cinq lettres le nombre de mots 
d'une lettre est exprimé par 5 ; celui des mots de deux let- 
tres, par le quarré de 5 \ celui des mots de trois lettres, par 
le cube 5, etc. Si on employoit six lettres, le nombre des 
mots d'une lettre seroit ei^primé par 6 ; celui des mots de 
deux lettres par le quarré de 6 ; celui des mots de trpis let-« 
très par le cube de 6, etc. Il en est de même pour un plus 
grand nombre de lettres* 



140 PREMltRE PARTI £• 

244* ^^' ^^^' Q^^on ait toujours à faire, avec les cinq let- 
tres A, B, C, D, E, tou» les mots d'une lettre, de deux let- 
tres, de trois lettres, de quatre lettres, de cinq lettres; 
mais supposons qu'on impose la condition d'e^iclure tous 
les mots oii une même lettre se trouyeioit combinée avec 
elle-même. 

Il est évident, i.* qu'on aura toujours les cinq mots A^ 
B^ C, D, E, composés chacun d'une seule lettre. 

2.*" Que chacune des cinq lettres A, B, C, D, E, ne pou- 
vant plus maintenant être combinée qu'avec le% quatre 
autres^ le nombre des mots de deux lettres sera exprimé par 
5x4, c'est-à-dire^ par 20. La suite de ces mots est AB^ AC, 
AD, AE, BA, BC, BD, etc. 

^ 3.® Qu'une même lettre ne devant être écrite qu'une 
seule fois, et ne pouvant par conséquent entrer que dans 
chacun des mots de deux lettres où elle n'est pas déjà, on 
n'aura que trois fois autant de mots de trois lettres, qu'on 
en a de deux lettres. Ainsi le nombre de mots de trois let- 
tres est exprimés par 6x4x3, c'est-à-dire, par 60. La suite 
de ces mots est ABC, ABD, ABE, BAC, BAD, etc. 

4.** Que pareillement une même lettre ne pouvant entrer 
que dans les mots de trois lettres oh elle n'est pas déjà, on 
n'aura que deux fois autant de mots de quatre lettres, qu'on 
en a de trois lettres. Par conséquent, le nombre de mots 
de quatre lettres est exprimé par 6x4x3X2, c'est-à-dire, 
par 120. La suite de ces mots est ABGD, ABCE, ABDC; 
ABEC , etc, 

5.*' Qu'enfin, et toujours par les mêmes considérations, 
on ne peut avoir qu'une fpis autant de mots de cinq lettres 
qu'on en a de quatre. Ainsi le nombre de mots de cinq 
lettres est exprimé par 5 X 4x3x2X1^ c'est-à-dire, par 120* 
La suite de ces mots est ABCDE, ACBDE, ADBCE, etc. 

On voit assez la loi qui règne dans ces suites, quel que 
soit le nombre des lettres, sans que je m'arrête à l'expli- 
quer plus en détail. 

246. ///. cas. Dans les suites de mots que nous venons 
d^ "^ avec une lettre; deux lettres^ troislettres, quatre 
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lettres, cinq lettres, il y a des mots qui contiennent les 
mêmes lettres différemment arrangées. Par exemple, dans 
la suite des mots de deux lettres, les mots AB, BA, sont 
formes des deux mêmes lettres. Supposons qu'outre la con- 
dition suivant laquelle ces suites ont été formées dans Tai* 
ticle précédent, on impose encore la loi de ne conserver 
dans chaque suite qu'un seul mot parmi tous ceux qui sont 
composés des mêmes lettres. 

n est clair que , pour satisfaire à cette nouvelle condi- 
tion, il faut diviser le nombre des mots d'une lettre, de 
deux lettres, de trois lettres, de quatre lettres, de cinq let- 
tres , par le nombre de permutations dont une lettre, deux 
lettres, trois lettres, quatre lettres, cinq lettres, sont 
susceptibles^ Ainsi dans Thypothèse actuelle le nombre dé- 
mets d'une lettre est exprimé par 4> c'est-à-dire, toujours 
par 5, comme il est évident que cela doit être; le nombre 

démets de deux lettres est exprimé par — i, ou par 10; le 

nombre de mots de trois lettres est exprimé par — i?^, 

^ ^ iX2x3 

ou par 10; le nombre de mots de quatres lettres estexprimé 

pa r "^^o » ou riar 5 ; le nombre de mots de cinq lettres 
^ 1X2X3X4 ^ 

. , 5X4X3X2X1 

est exprime par -^^^^j^— , ou par i. 

n en est de même pour un grand nombre de lettres. PaiP 
exemple, soient 25 lettres : dans l'hypothèse présente le 

nombre des mots de deux lettres est £-21^; celui des mots 

1X2 

de trois lettres est ?Ë21f 12^ ; celui des mots de quatre letr 

1X2 Xo 

très est ^5X24X23>02 . ^^^^ 

1X2X3X4 

La toi de ces sortes de suites est manifeste* 
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Définitions et notions préliminaires. 

1. jL ^ALGEBRE est la scîeiice du calcul des grandeurs en 
général^ comme Tarithmétique est la science particulière 
du calcul des nombres* 

Quelques auteurs appellent l'algèbre \ Arithmétique uni- 
perselle : d(^nomination très- juste, comme on voit, puis- 
que l'algèbre fait sur la grandeur considérée généralement 
des opérations analogues à celles que l'arithmétique fait 
sur les nombres. 

2. Tout chiffre ou caractère arithmétique a une valeur 
déterminée et individuelle; ainsi, par exemple, le chiffre 
4 représente toujours un seul et même nombre, c'est-à- 
dire , la collection de quatre unités : au contraire s les 
caractères algébriques doivent être généraux, indépen- 
dants de toute signification particulière , et propres à re- 
présenter toutes sortes de nombres, suivant la nature des 
questions auxquelles on les applique. De plus, ils doiv^ent 
être simples et faciles à tracer, pour ne pas fatiguer l'at- 
tention et la mémoire. Tous ces avantages se rencontrent 
dans les lettres a,b ,c, etc. de l'alphabet. Aussi Tusage 
est-il de les employer pour représenter les grandeurs dans 
l'algèbre. 
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Qu'on ait donc, par exemple, plusieurs grandeurs à*' 
* ajouter ensemble, à multiplier les unes par les autres, etc. : 
nous supposerons que ces grandeurs sont représentées î 
par les lettres a, i, c, elc. ; nous ferons les opérations 1 
désirées, conformémeut aux règles qui seront prescrites { 
ci-dessous; ensuite, quand nous serons parvenus à la ] 
conclusion d'un calcul, et quand nous en voudrons faire ! 
des application» à des exemples, nous substituerons pour 
chaque lettre sa valeur particulière et numérique, relative ; 
à rétat de la question; je veux dire que s'il s'agit d'ua ' 
calcul de monnoies, il faudra mettre pour a, b, c, les 
xiombres de livres, sous et deniers, que ces lettres re-* 
présentent ; s*il s'agit d'un calcul relatif aux distances, on 
mettra pour a, b , c, les toises, pieds, pouces , désignés 
par ces lettres. Ainsi de toutes les autres espèces de gran<« 
deurs. - 

Il est évident par là qu'on résout par un seul et même 
calcul algébrique tous les problêmes d'une même espèce, 
proposés dans toute la généralité dont ils sont suscep- 
tibles ; et que les applications de ce calcul à tous les cas 
particuliers ne sont plus que des opérations arithmé- 
tiques , qui s'exécutent alors sur des quantités réduites à 
leur plus grand degré de simplicité. 

3. Aux avantages qui résultent de la généralité des sym-« 
boles, l'algèbre réunit encore celui d'employer certains 
signes qui rendent sa langue extrêmement simple et laco- 
nique. J'ai déjà fait connoître la plupart de ces signes dans 
Tarithméiique; mais il est à propos de les remettre ici 
sous les yeux du lecteur, avec ceux que je n'ai pas eu oc-* 
casion d'expliquer. 

4. Le sif;ne 4- signîBe plus. C'est le caractère de l'addi- 
tion. Ainsi l'expression -f-ûm- 6 indique l'addition de la 
grandeur représentée par a, avec la grandeur représentée 
par b. 

Une quantité qui n'a pas de signe est censée précédée 
du signe-!-. Ordinairement on supprime ce signe, lors- 
qu'il commence une phrase algébrig^ue. Par exemple, au 
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lieu d'écrire, comme on vient d« faire, -f-a+ i, on ^ciiaj 
ùmplcment a+h. D:lIl^ cette dernière eipression, le sigm 
+ est sous-entendu au-devant de û 
5. Le signe — , mis entre deux quantités (écrites l'une I 



U suite de l'autre, signille moins, et veut dire que la 
conde quantité est soustraite de la première , 
seconde est prise i 



, un sens contraire à celui 



qu on 



«tribue à la première, comme Je l'expliquerai ci-dessouS. 
Ainsi leipressioTi a — i indique que la grandeur è est som 
traite de la grandeur a, ou que si l'on a pris a dans unseo! 
en doit prendre b dans un sens contraire. La quantité a 
^ui commence la phrase, est censée affectée du signe -1- 

6. Le signe X signifie multiplié par. Ainsi, oXi veut I 
dire, a multiplié par b. Les deux grandeurs a et i sOnt I 
Censées chacune affectées du signe + . De même, aX£X(f I 
représente le produit des trois grandeurs a, b, 6, muIti«N 
pliées ensemble. 

Souvent on supprime le signe X, et on se contente d'^1 
hwire le» quantités les unes à cAté des autres. Ainsi, au 
îcu de a xi, on écrit ab; au lieu de a')(bXc, on éctit 
^■mbc; an lieu deaxftxcxrf, on écrit abcd. 

Quelquefois, au lieu du signe X , on met un point. Ainsi, j 
lOur dX&, on écrit a. i; pour aXbXc, on écrit a.b.o, 

Lorsqu une quantité composée de plusieurs parties s^ 
parées parles signes+ et — doit être multipliée par un» 
autre quantité simple ou composée , on enferme entra 



deux parenthèses toutes les 
quantité; et on regarde 



, parties qui doivent formel 
le résultat comme une quantité 
ftimple à multiplier par une autre quantité simple. Ainsi 
l'expression {a-^b — d) y. g veut dire que la quantité 
{a-hà — d), regardée comme ne formant qu'un même 
tout.estmulHpliée parla quantité g'. De même, (a+b^d) 
X (^-+-/*— À) veut dire que les deux quantités (0+ A — d) , 
(^-t-A.^A), regardées comme formant chacune un tout 
particulier, sont multipliées ensemble. Les mêmes multi- 
plications peuvent s'indiquer autrement : pour (a-hit-~d) 
Xg, on peut écrire {a + b — d) .g, ou a+b — dX-g, eu 
Algèbre. 



146 SECONDE PARTIE. 

a-^b — d. g; pour (a-hb — d)X{g^-h — A) on peut écrire 

Ça^b^^d).(g'hh — k), ou a + b — dXg-^h — k, ou 

a-hb — d.g-^h — A. Il vaut mieux, pour prévenir toute 
équivoque, enfermer les quantités composées entre des 
parenthèses, que de mettre des barres au dessus d'elles* 

7. Le signe — , placé entre deux quantités écrites Tune 
au dessus de l'autre, indique le quotient de la quantité 

supérieure divisée par l'inférieure. Ainsi, -- représente le 

quotient de la quantité a divisée par la quantité b. Les 
deux quantités a et 6 sont censées chacune affectées du 
signe -h. 

Quelquefois on indique la division de deux grandeurs 
en les séparant par deux points. Ainsi a:b veut dire la 

même chose que -; (a-^b-^c — d):{g — h — A) est la 

même chose que ; r-. 

8. Pour désigner qu'une quantité est égale à une autre , 
on se sert du ca:ractère = qui veut dire est égal. Ainsi , 
a=^b signifie a est égal à b. 

g. Le signe > ou < , mis entre deux quantités , signifie 
que celle qui est du côté de l'ouverture de ce signe est la 
plus grande, ou bien que celle qui est du côté de la 
pointe est la plus petite. Ainsi a>b veut dire, a plus 
grand que b, ou, ce qui^est la même chose, b plus petit 
que a. De même « < ô veut dire , a plus petit que b, ou, ce 
qui est la même chose , b plus grand que a. 

10. Le signe v/^ placé au devant d'une quantité, in- 
dique une certaine racine de cett^ quiuitité- On écrit , 
sur la tête du radical, le chiffre 3, ou 3, ou 4i ou 5, etc., 
pour désigner la racine quarrée, ou la racine cube , ou la 
racine quatrième, ou la racine cinquième^ etc Ainsi, 

Texpression y a, représente la racine quarrée de a ; l'ex- 
pression y l^a-k-h-^d] représente la racine quarrée de la 
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I quantité [a+i — d] regardée comme ne formant qu'un 
1 même tout ; l'expression v o indique la racine cube ou 
troisième de a; l'expression y [a+ù — d] représente I4 
ïacine cube de la ([uantîté [a+i — d] regardée comme 
ne formant qu'un même tout ; l'expression va désigne la 
racine quatrième de a; etc. 

Sur quoi il faut observer que lorsqu'il s'agît de la ta.-' 
cine quarrée, on s'abstient ordinairement d'tîcrire l'in- 
dice : en sorte que tout radical gui n'a point d'indice, est 
censé un radical du second degré ; ainsi , par exemple , au 
lieu d'écrire Va, on écrit simplement y^a. 

11. On appelle tjuaniicé simple ou monôme, une quâfl'' 
tité qui ne contient qu'une seule partie , un seul terme f 
ou qui n'est précédée que d'un seul signe exprimé ou 
lous-entendu. Ainsi a est un monôme; — b est un mo" 
□orne. Le produit de plusieurs quantités simples , comme 
abc, qui est le produit des trois facteurs a ,h,c, est en-» 
coreun monôme, parce qu'on regarde ce produit commri 
ne formant qu'un même tout. 

13. Si plusieurs monômes sont joints ensemble par les 
signes + et — , l'assemblage qui en résulte s'appelle «ne 
quantité complexe, ou un polynôme; et les monômes 
composants en sont appelés les termes. Ainsi a-{-b-^-i 
est une quantité complexe, un polynôme, dont o, +6/ 
— d , sont les termes. 

Un polynôme qui n'a que deux termes prend le nom (le 
binôme ; celui quf eu a trois s'appelle trinôme ; celui qui 
en a quatre , quadrinome ; etc. 

i5. Toute quantité, soit simple, soit complexe , ie 
nomme rationnelle , quand elle ne renferme point de signes 
radicaux dans son expression ; et radicale, quand eU.9 
contient de tels signes. Ainsi , a beat un monôme ration- 
nel ; V'cdcst un monôme radical; a+i—fi est un poly- 
nôme rationnel; V'Cûi+cfi—e/^est un polynôme radical) 
B+ *— V'cd est un polynôme en parti» rationnel, en parti» 
radical. 
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i4« Les lettres qui composent un monôme^ ou les 
termes d*un polynôme > sont appelées dimensions de la 
quantité qu'elles forment. Ainsi , le monôme a & r ^ où il 
entre trois lettres , est de trois dimensions ; dans le po- 
lynôme ab "^ cd -h mn , chaque terme est de deux di- 
mensions. 

I^' Comme le quarrë d'une quantité est le produit de 
cette quantité multipliée une/bis par elle-même ; que le 
cube est le produit de la quantité multipliée deux fois par 
elle-même; ainsi de suite; on voit que le nombre des di- 
mensions du quarré ^ ou du cube > ou de la quatrième 
puissance, ou^ etc., est double , ou triplé y ou quadruple , 
ou, etc. j de celui des dimensions de la racine. Car^ par 
exemple, le quarré de la quantité a , qui a une dimen- 
sion , est aXa,ouaa, qui a deux dimensions ; le cube de 
la même quantité a est aXaXa, oixaaa , qui a trois di- 
mensions ; la quatrième puissance de a est aXaXaX.^^ 
QMaaaa y qui a quatre dimensions; etc. 

16. Donc réciproquement le nombre des dimensions de 
la racine quarrée, ou cube, ou quatrième, ou, etc. , 
ji*est que la moitié, ou le tiers, ou le quart, ou , etc. , de 
celui des dimensions du quarré, ou du cube, ou de la 
quatrième puissance , ou , etc. Ainsi , par exemple > la 
quantité \/ab n'est que d'une dimension, puisque le pro- 
duit ab y dont on indique la racine quarrée, est de deux 

dimensions. De même les quantités y abc, y abcd, 

y abcde f ne sont que d'une dimensioil. On voit sembla- 

tlement que les quantités yaabb, y abcdef, y aabccdde , 
§ont de deux dimensions. 

ly. Les quantités que l'on compare ensemble dans un 
même calcul, ou qui forment le résultat de quelques ope- 
ï'ations , sont toujours homogènes , c'est-à-dire , con- 
tiennent réellement ou implicitement le même nombre 
de dimensions à tous leurs termes : car on ne peut com- 
parer ensemble que des quantités de même nature ; et 
^a^UQ Ut^Q q^ui euUQ daAS ua terme d'un polynôme a 
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nécessairement sa lettre correspondante dans un autra 
terme. Mais quelquefois de* monômes (fue l'on compare 
eosemble , ou les termes d'un même polynôme , pa- 
roissent n'être pas homogènes- Cela arrive, parce qu'on a 
pris formellement ou tacitement une certaine lettre pour 
l'unité , et que l'unité , multipliant ou divisant une quan- 
tité quelconque , ne change pas le nombre de ses unités. 
Soit, par exemple, le binôme ab-\-c : le terme c paroît 
a'étre que d'une dimension , tandis que le terme ab est 
de deux dimensions : mais il faut observer que c est la 
même chose que cX 1; de sorte que si l'on prend una 
lettre m pour unité, au lieu de c, ou de cX 1, nous poui^ 
rons écrire r Xi», ou ctb, et au lieu du binôme âi+c, nou»_ 
pourrons écrire a &+ cm, expression dont les deux termei 
sont homogènes* 

18. On doit considérer deux choses dans toute quantitéj 
la valeur et sa manière d'exister par rapport aux autres 
grandeurs qui entrent avec elle dans un même calcul. 
La valeur d'une quantité s'exprime par la lettre ou par le 
caractère destiné à représenter le nombre de ses unités. 
Mais, quant à la manière d'exister les unes à l'égard des 
autres, les grandeurs peuvent affecter le calcul, ou dan» 
le même sens , ou dans deux sens opposés ; ce qui aonno 
lieu de distinguer deux sortes de quantités , les quantités 
positives, et les (juancités négatives. Cette distinction est 
très-importante ; je vais tacher de la faire bien corn-- 
prendre par des exemples, 

19. Supposons qu'un homme ait mille livres de bien» 
ou de dettes ; vous exprimerez également l'une ou l'autre 
quantité par le même symbole iooo".Et en général, pour, 
désigner un bien ou une dette , d'une manière indéterw 
minée, vous pourrez employer une même lettre û. Ce» 
pendant, comme les biens et les dettes sont des quantité! 
qui affectent différemment létat d'un homme , et que 
ces quantités peuvent se trouver mêlées ensemble dans 
■un même calcul , on est convenu de les distinguer en ap- 
pelant les unes quantités positives, les autres quantiiés nér 
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gatives, et en mettant lé signa + au devant des quantités 
positires, et lésine —-au devant des quantités négatives* 
Ainsi, pour dire algébriquement qu'un homme a un bien 
exprimé par a, on écrit +a; et pour dire quil a une 
dette exprimée par a, on écrit — a. Si un homme a un 
bien exprimé par a , et une dette exprimée par b , on re- 
présente son état par -ha— fr > ou par a — b , en sous-en- 
tendant le signe + au devant de la lettre a qui commence 
la phrase algébrique. 

On voit semblablemei^t que si, en partant d'un même 
point,. le mouvement vers Foccident entre comme qiian-» 
^ité positive dans un calcul, le mouvement vers Torient, 
qui est opposé au premier mouvement , devra entrer 
dans le même calcul comme quantité négative* Si les élé- 
vations du soleil au dessus de l'horizon sont considérées 
comme des quantités positives, les abaissemens du soleil 
^u dessous de l'horizon devront être traités comme des 
quantités négatives. Il en est de même de toutes les quan-^ 
tîtés qui existent différemment les unes par rapport aux 
autres. 

fio. Il peut arriver qu'une quantité qui se présente dans 
un calcul , ou positivement ou négativement, soit imposa 
sible , autrement imaginaire. Ces sortes de quantités pro-* 
viennent de quelque incompatibilité entre les conditions 
d'une question. Nous en parlerons dans la suite plus ex-» 
j)ressAnent et plus clairement, 
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CHAPITRE II. 

Addition des quantités algébriques* 

21. Ajouter ensemble plusieurs quantités ^ c'est les 
joindre, les prendre à-la-fois avec les signes qu'elles ont : 
ainsi , ajouter ensemble plusieurs biens , c'est former un 
bien plus grand ; ajouter ensemble plusieurs dettes^ c'est 
former une dette plus grande ; ajouter un bien avec une 
dette y c'est former un résultat qui est l'excès du bien sur 
k dette , ou de la dette sur le bien , selon que le bien est 
plus grand que la dette , ou que la dette est plus grande 
que le bien. 

n est clair par là qu'en algèbre ajouter ne signifie pas 
toujours augmenter. Quand j'ajoute un bien avec un bien, 
j'augmente le bien; de même, quand j'ajoute une dette 
avec une dette , j'augmente la dette. Mais quand je joins 
un bien avec une dette, je diminue réellement l'une ou 

l'autre quantité. 

aa. Problème I. Ajouter ensemble plusieurs monômes. 

Ecrivez tous ces monômes les uns à la suite des autres^ 
Hvec les signes 4- et — qu'ils ont. Si, dans le résultat, la 
somme des quantités positives l'emporte sur la somme 
des quantités négatives , c'est une marque qu'il y a plus 
de biens que de dettes ; au contraire , il y auroit plus de 
dettes que de biens , si la somme des quantités négatives 
Temportoit sur la somme des quantités positives. Par 
exemple, qu'il s'agisse d'ajouter ensemble les quatre nao-i 
nomes 4-a, -\-b , — c, -\- d; on écrira -+-tf-Hi — o-+-rf, 
ou bien a-\-b — c-\-d, en sou&-entendant le signe -f- qui 
commence la phrase* 

a3. Problême II. Ajouter des monômes a^ec des poljy 
nomes j ou des polynômes avec des polynômes* 
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n est daîr qu'un tout étant égal à la somme de toutes 
ses parties prises^nsemble^ on aura la somme demandëe^» 
en joignant ensemble tous les termes des grandeurs qu'il 
faut ajouter, et en les affectant des soignes qu'ils ont. 

Hb^. Exemple L Ajouter ensemble les trois polynojnes 

a-^b'-rO, 

g-h-k, 

jn^n — p. 
Somme, a-4-i— c-f-^ — h — k-hm-hn — /;. 

t5t Exemple II. Ajouter ensemble les quatre polynômes 

a-hb-hc — d, 

c-he — b-i-g, 
h-hc-h n — d^ 

■m ■ I ■ I — — — ^— f— ;■; I , ^ 

Somme a-k-b-i-c — d-k-b — yVg^-f-û+c-f-j 

fi6. Remarque. Lorsque dans la somme il se trouve de$ 
termes semblables, c'est-à-dire, des termes qui contien- 
nent U jnême lettre, s'ils n'ont qu'une dimensipn , ou les 
mêmes lettres écrites le même nombre de fois s'ils ont 
plus d'une dimension; alors, au lieu 4'écrire plusieurs 
fois le même terme, on ne l'écrit qu'une seule fois , mais 
on met au-devant un chiffre qui marque combien de fois 
ce terme doit être répété. Cela s'appelle^îi/re la réduction. 
Ainsi , dans l'exemple précédent , au lieu de a+a, j'écris 
sa; au lieu de -hft+^ — fe, j'écris simplement H-i, parce 
que Tun des biens, -4-&, est détruit parla dette — 6, et 
que par conséquent le résultat du tout, +b-\-b — b , est 
simplement +*; au lieu de H-c-f-c+c , j'écris 4-3c; au 
lieu de — d — d, j'écris — zd'y enfin, au lieu de -^g-^gf 
j'écris -\-2Lg. Par toutes ces réductions , notre somme de-r 
yiçut 2a+fc+ 3c — 2,d — /'\' zg-\-e-\-h-\-n. 

Le chiffre qu'on place ainsi au-devant d'une quan- 
tité pour marquer combien de fois elle doit être répétée 
PQsitiyement ou négativement, s'appelle coefficient. 
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IiOrsqu'une quantité n*a point de coefficient, elle est 
censée avoir l'unité pour coefficient. Ainsi a est la même 
chose que la; ab est la même chose que \ab. 

Voici encore deux exemples d'additions de polynômes 
ayec les réductions. 

07. Exemple !• Ajouter ensemble les polynômes 

Za — 2b 4-4^ — ^d, 

Za — ^4J-h6A. 

^^■^^^p*^— ■^— ^— ^— I— — — ^— — 1— ^ 

Somme , — T.a-^b — c— 4^-h6A. 

aS. Exemple IL Ajouter ensemhle les polynômes 

6aa — 5ôc-h 3k {/de , 
^--^aa-^Zbç^^Qkki/de , 

^mr^fs/ mnp+ff-gh. 

I I » I ■ I !■ I I I ■!■ I II Mi^— — — i*— — — y 

3omme, — aa'^-'2bc'\-k\/de'\-2m>n'^/V mnp-^'Jf—gh^ 



CHAPITRE III. 

• « • - ■ . ^ 

Soustraction des quantités algébriques. 

2g.^3ousTRAiRE une quantité d'une autre, c'est prendre la 
première dans un sens contraire à celui qu'elle a. Ainsi 
soustraire un bien , c'est poser une dette ; soustraire une 
dette , c'est poser un bien. 

On voit donc que soustraire n'est pas toujours diminuer. 
Quand je soustrais un bien d'un bien, je diminue celui-ci : 
mais quand d'un bien je soustrais une dette , j'augmente 
réellement le bien, puisqu'un homme à qui Ton ôte une 
dette devient plus riche de la quantité qui exprime cette 
' dette. 

3b. Problème I. Retrancher un monôme d'une autre quaur'. 
fité quelconque. 
Chi^ngez le signe du monôme qu'H faut retrancher | et 
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en cet ëtatëcrirez-le à la suite , ou en tel autre endroit que 
TOUS voudrez^ de la quantité dont il faut le retrancher : 
le résultat exprimera un bien ou une dette ^ selon qu'il sera 
positif ou négatif. Par exemple, si de la quantité a-^-b il 
s'agit de retrancher le monôme -hc, on écrira pour reste 
a-hb — c. Si de la quantité a-^b on veut retrancher le mo- 
nôme — c, on écrira pour reste a-hJ-hc. 

3i. Problème II. Soustraire un poljrnome d'un monôme , 
ou d'un polynôme. 

Changez les signes de tous les termes de la quantité à 
soustraire. Quand il se trouvera dans le résultat des termes 
semblables, vous ferez la réduction, comme nous l'avons 
expliqué pour Taddition. 

32. Exemple I. De . . • • • 6a — ^+Sc, 

soustraire 4^ — âd-f-gc. 

■ . ' ■ ' ■ ■ ■ ■ ■■ « ■^ 

Reste 6fl — Ifi -h 5c — ^ -h 6b — gc ; 

ou bien, en faisant la réduction, aa-haft — 4^» 

33. Exemple II. De . . . — Saa-k-Sbc-^-é^gV'cd , 
soustraire . -^Zaa — %g\/cd'—f\/mnp. 

Reste— 5ûa-h5ic-h4^V^crf — Zoa-^s^V^cd-^-fv mnp ; 
ou bien, en faisant la réduction, — 8aa+5/?c-h 

Ggi/cd-k-f ymnp. 
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C H A P I T R E I V. 

Multiplication des cjuantités algébritfues. 

34.iVlirLTiPLiER une quantité par une autre, c'est rëpë- 
ter la première autant de fois qu'il y a d'unités dans la 
seconde; et, de plus, la répéter dans le sens delà seconde; 
c'est-à-dire, l'ajouter ou la prendre avec les signes tels qu'ils 
sont, si le multiplicateur est positif; ou biexi la soustraire, 
et par conséquent dhanger ses signes , si le multiplicateur 
est négatif. Tout cela suit clairement des idées que nous 
avons données de l'addition et de la soustraction. 

35. Donc, il° Si le multiplicande et le multiplicateur sont 
positifs, le produit sera positif, puisqu'un bien ajouté un 
certain nombre de fois avec lui-même ne peut produire 
qu'un bien. Ainsi -i-aX -\^b donne+a&. Cette règle s'ex- 
prime ainsi en général , -f- X ^ donner. 

2.^ Si le multiplicande est négatif, et le multiplicateur 
positif, le produit sera négatif, puisqu'une dette ajoutée 
un certain nombre de fois avec elle-même ne peut produire 
qu'une dette. Ainsi — a X -hi donne — ab. Cette règle s' ex- 
prime ainsi en général, — X -+- donne — . 

3.® Si le multiplicande est positif, et le multiplicateur 
négatif, le produit sera négatif, puisqu'un bien soustrait 
Tin certain nombre de fois opère dans Tétat d'un homme 
le même effet qu'une dette exprimée parle même nombre 
d'unités, et que par conséquent ces deux effets doivent 
être désignés par le même caractère — . Cette règle s'exf 
prime ainsi en général, -f- X — donne-^^. 

4'^ Si le multiplicande et le multiplicateur sont tous 
deux négatifs, le produit sera positif, puisqu'une dette 
soustraite un certain nombre de fois opère dans l'état d'un 
homme le même effet qu'un bien exprimé parle même nom- 
bre d'unités , et que par oonséauent ce» deux effets doireut 
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être désignas par le même caractère +• Cette règle s'ex- 
prime ainsi en général : — -*X — donne-h» 

MuUipUcadon des quantités rationnelles. 

36. Problème I. Multiplier un monôme rationnel pcir un 
autre monôme rationnel. 

Ecrivez d'abord le signe qui doit prëcëder le produit , 
Conformément à la règle établie (35) ; ensuite écrivez les 
unes à côté des autres les lettres dont les deux facteurs de 
la multiplication sont composés. Ainsi ^ par exemple^ pour 
multiplier+a par-HA, onécrira+afc; pourmultiplier-+-ûér 
par — c, on écrira — ahcy pour multiplier — abc p^r-hrfe^ on 
écrira — abcde\ pour multiplier— g^/i par — mn, on écrira 
^ghmn. 

Lorsque deux monômes qu'on doit multiplier ensemble 
ont des coefficients autres que l'unité ; après avoir écrit le 
signe qui doit précéder le produit , il faut multiplier en- 
semble les coefficients ^ suivant les règles de l'arithmétiqu e^ 
et ensuite écrire les quantités littérales les unes à coté des 
autres. Par exemple , qu'on ait à multiplier -h 3a par — 5b, 
on écrira — iSab. De même, le produit de — 4^^ipar — 8/* 
est'^Z2cdf; le produit de— yai P^r-I-^^, est — ai abj^ff, 

Zj. Remarque. Il arrive souvent qu'une même lettre doit 
être multipliée une fois ou plusieurs fois par elle-même ; 
alors, pour éviter les répétitions de cette lettre et pour 
plus de clarté, on se contente de l'écrire une seule fois, 
et on met à sa droite un petit chiffre un peu élevé, qu'on 
appelle exposant, lequel marque combien de fois la lettre 
devroitêtre écrite comme facteur. Par "exemple, qu'on ait 
le produit a%a , au lieu d'écrire aa , on écrit a^ ; pour le 
produit ay^ay^a , au lieu d'écrire aaa , on écrit a^ ; ainsi 
de suite. 

Lorsqu'une lettre n'a pas d'exposant, elle est censée 
avoir r unité pour exposant : ainsi a est la même chose que a'. 

Les exposants sont surtout d'usage pour les cas où 
une même lettre doit être écrite plus de deux fois comme 
facteur, car on ne s'en sert pas quelquefois lorsqu'une 
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lettre doit être écrite deux fois seulement; ainsi pour aa, 
on écrira indifféremment aa ou a'. 

On doit bien prendre garde à ne pas confondre l'expo- 
$ant avec le coèfCcient. Celui-ci marque qu'une quantité 
doit être ajoutée avec elle-même une fois, deux fois , etc ; 
et l'autre, qu'une quantité doit être multipliée psLT elle- 
même une fois , deux fois, etc. Ainsi 2a n'est pas la même 
chose que a'. En effet, soit, par exemple, a=:3; za ou a-^a 
sera 3+3, c'est-à-dire 6 ; et a' sera aXa, ou 3x5, c'est- 
à-dire 9. 

38. Corollaire. Il résulte de la nature de l'exposant, que, 
ti Ton veut multiplier ensemble des monômes qui contien- 
nent la même lettre avec des exposants différents, il faudra 
écrire une fois seulement cette lettre, et lui donner pour 
exposant la somme des exposants des facteurs. Ainsi le pro- 
duit de a par à^ est a^"*" ou a'; le produit de a^ par a^ est û'; 
le produit de a^ par a* est a^ ; le produit de — a*b^ par « ' &* 
est — a'^b^ ; le produit de— 4^'i par — 5a^b* est+20tf'i*;+î-0(J|] 
le produit de — Sa^b^'c' par — 3oA'c* ést+i5a'i^c*. 

Tout cela est clair, puisque le produit de a par a* est la 
même chose que a X a X a , ou û^ ; que le produit de a' par 
a^ est la même chose que aXaXaXaXa, ou a^; ainsi des 
autres. 

Sg. Problême IL Multiplier un polynôme par un monôme 
ou par un polynoTne» 

Multipliez successivement tous les termes du polynôme 
multiplicande par le monôme multiplicateur ou par tous 
les termes du polynôme multiplicateur, en ayant égard à 
la règle des signes, à celle des coefficients, et à celle des 
exposants : la somme de tous ces produits partiels sera le 
produit total. On doit avoir soin de faire les réductions 
convenables. 

40. Exemple I. Multiplier à" — Sab-h^^f^ 

par . . . ^ — 5ac. 

Produit — 5a^c-+-a5a"ftc — 35ac*A 
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41. Exemple II. Multiplier 3a' — Sbd^cf ; 

par — 5a'-»- 4^^ — 8ç/I 



1/' produit — i5a*H-a5a'W — 5à^cf; 
2** produit + 12a' 6^ — zob^'d^-h^bcdf; 
3.« produit — ^4a^cf'^'/^obcd/—8c]/' ; 



Produit total — 1 5a* -f- Sya' bd — aga'ç/^^ao^ V -\-l^bcdf-~-8c'f . 

On voit que le multiplicande '5a'*--^Sbd'\-cfsL été d'abord 
multiplié par — Sà^ , puis par -»- ^bd, enfin par — 8c/^; et 
qu'ensuite on a ajouté ensemble tous les produits partiels ; 
ce qui a donnée toutes réductions faites , le produit total 
ëcrit ci-dessus. 

42. Exemple lU. Multiplier-^^a^b+ab'^ — cd^'-hS/gh 
par • • • • « é — gai-*-^^ — iSmn-hQcdé 



1.*' prod.-4-45^^^' — ga^b^'^gabcd'—ji^uibfgh; 

s/ prod.— i20«'A/''-f-4aA'/— .4c£/'/'-h3a^^A; 

3/ prod. -t-ySa'/'/zî/i— 1 5ai6'/7j/i-i- 1 Scd'mn — 1 20/ghmn ; 

4-* prod. — /^Sa^bcd-hgab'cd — C)c^d^-^j2cd/gh. 

Produit total , /{So^b* — ga*^^ -}- gabcd^ — ^zabjgh — 2oa'^/' 
'\-^ab*f^ — l{ùd^J^'\'ZQf^gh'\- ^Sa'bmn — i Sab^'mn-^ 1 5cd''inn 
— -1 ^ofghmti'^^Sà' bcd -hgab'cd — gt*^' -♦- yzcd/gh. 

43. 5rAo//e.Ilpeutsefairequ'onaitàmultiplier ensemble «^ 
plus de deux quantité^ : alors.il faut commencer par mul- 
tiplier l'une par Fautie deux de ces quantités, puis multi- 
plier leur produit par la troisième; ce qui donnera un 
second produit, qu'on multipliera par la quatrième, ainsi 
de suite. Ou voit assez qu'il est indifférent de prendre les 
facteurs dans tel ordre qu'on voudra. 

44- Exemple I. Effectuer la multiplication indiquée — Sa^ 
X — I^bc X -f-3//i// X — gjA. 

Je multiplie d'abord — 6a* par — l^bc ; te produit est 
-f-24a"Z?c, que je multiplie ensuite par 4- 3/»« ; le second 
produit esi-\-rj2.a^bcmny que je multiplie par — '^gh\ le troi- 
sième produit est —Q/^Qa'bcmngh , et c'est le résultat d« 
la multiplication indiquée., 
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45. ExemplelL Effectuer la multiplication indiquée {a — If) 

Je commence par multiplier a — b par 3a' — 2,b^ , ce qui 
me donne le produit Sa^ — 3a'i6 — ^ûA^-f-^it^; ensuite je 
multiplie ce produit par Sm^-^-èn^, ce qui me donne le 
produit cherché iSa^m^ — iSa^bm^-^^ioab^ni^ -^ lob^rn^ 
-i-i^a^n^ — 18a' bn^ — laaZ^'/i^-friaA^/i^ 

Multiplication des quantités radicales. 

46. Lorsque parmi les facteurs^ d'une multiplication il 
se trouve des quantités radicales , la multiplication se fait 
comme je l'expliquerai tout-à-rheure^ après avoir enseigné 
la manière de présenter les quantités radicales sous une 
forme qui les rend susceptibles des mêmes calculs qu'on 
fait sur les quantités rationnelles. Voici en quoi consiste 
ce moyen; nous en avons déjà indiqué l'esprit (x5 et 16). 

47. Soit la quantité a, ovl, ce qui est la même chose (Sy), 
a* ; et qu'on élève cette quantité successivement au quarré, 
au cube, à la quatrième puissance^ à la cinquième puis- 
sance ; et en général à une puissance dont le numéro, sui- 
vant l'ordre de dénomination, est le nombre entier 72; on 
formera la suite : 



I." puiss. 2* puiss. 3.* puiçs. 4.* puiss. 5.* puiss. n* puisa, 
a' a"" a^ a* a' a% 



dans laquelle on volt que les exposants des puissances se- 
conde, troisième, quatrième, etc., sont les produits de 
l'exposant i de la première puissance par les nombres a, 
3, 4> etc. 

On voit pareillement que le quarré d'une quantité telle 
que ap est a'^p ^ que son cube est a^P y que sa quatrième puis- 
est a^p , ainsi de suite ] car le quarré de aP n'est autre chose 
que aPXap, c'est-à-dire (37) aP+P, ou a^p ; le cube de ap 
n'est autre chose que apXapX. ap, c'est-à-dire ,^ïP+/'+P , ou 
a^p \ la quatrième puissance de ap n'est autre chose que 
OPy^a^y^apY^ap, c'est-à-dire ^ OP+i'+^+P-*. oi^ ^^^i ainsi des 
autres. 



\ 
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En suivant le même principe, le quarré de a^b? est a^"à^p; 
le cube de a^bp est a^'^b^Pi etc. 

48. Il suit de là qu'en général l'exposant du quarré est 
double de l'exposant de la racine quarrée; quePexposant 
du cube est triple.de l'exposant de la racine cube; que 
l'exposant de la quatrième puissance est quadruple de 
l'exposant de la racine quatrième; ainsi de suite. 

^ 49» Donc réciproquement on tirera ou Ton indiquera 
la racine seconde, ou troisième, ou quatrième, etc. d'une 
quantité proposée, en prenant la moitié, ouïe tiers, ou 
le quart, ou, etc. de l'exposant de cette quantité. Si dette 
même quantité contient plusieurs lettres, il faut prendre 
la moitié , ou le tiers, ou le quart, etc. de l'exposant de 

chaque lettre. Ainsi y à" est la même chose que a% ou a', 

ou a; y a, ou ya% est la même chose que a' ; y ab"" est 

la même chose que a^b; y a^b^c^ est la même chose que 

a^b^& y ou a^b'^c^. 

5o. Problème I. Multiplier ensemble deux monôme^ 
donc Vun est rationnel et Vautre une quantité radicale. 

Après avoir écrit le signe qui doit affecter le produit , 
conformément à la règle de l'article 35, et après avoir 
multiplié ensemble les coefficients, s'il y en a d'autres que 
runité, il faut écrire les quantités littérales rationnelles 
au-devant des quantités radicales. Ainsi le produit de 

X 1 

-^K/ac par — b est — b\/ac, ou — ba^c*; le produit de 

-{-/^ds/ac par — 6b est — z/^bdv^ac, ou — -s^^bda^'c^ 

Nous observerons que si, dans le produit, une même 
lettre a un exposant entier et un exposant fractionnaire , 
comme cela arrive souvent, on peut n'écrire qu'une fois 
cette lettre, en l^affectant d'un exposant égal à la somme 
de ses exposants partiels. 

5i. Problême II. Multiplier ensemble deux monômes 
qui sont Vun et Vautre des quantités radicales» 
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Il peut arriver que les deux radicaux soient ou ne 
soient pas de la même espèce. 

1." CAS. 

Que les deut radicaux soient d'abord de la même es- 
pèce^ c'est-à-dire, ou tous les deux du second degré, ou 
tous les deux du troisième degré, etc. : alors, après avoir 
écrit le signe qui doit précéder le produit, et après avoir 
multiplié les coefficients et les quantités rationnelles , s'il 
y en a au-devant des radicaux, vous écrirez le signe radi- 
cal commun aux deux facteurs de la multiplication, et à 
la suite de ce signe les produits des lettres qui soi^t après 
les signes radicaux de ces deux mêmes facteurs. Ainsi le 

produit de H- va par -hyb est H- y ai, ou +a'i'' ; le 

produit de 4- va par — yb est — yab, ou — a'A* ; le 

produit de -^-ya par — y/ Z^est — yab, ou — a^b^ ; le 

prodjiit de — 8a Vîtpar — 5c y g est 4- 4oac y lig, ou 

La raison de ces opérations est fondée sur ce principe 
que le produit de la racine quarrée, ou cube, ou qua- 
trième, etc. d'une quantité, par la racine semblable d'une 
autre quantité, est égal à la racine pareille du produit de 
ces deux quantités. Or ce principe est évident; car, puis- 
que le quarré d'une quantité telle que ab est à'b'', que son 
cube est à a^b^, que sa quatrième puissance est a^b^, etc. ; 
il s'ensuit réciproquement que v^a^b''=:iab=i\/a' X \/b*y 

que y a^h^=iabz=iy a^ y. yb^; ainsi des autres quantité» 

pareilles. 

1 1.° c A s. 

Si les deux facteurs de la multiplication sont des quan-» 
tité radicales de différentes espèces, on commencera par 
les ramener à la même espèce, en substituant aux signés 
ïadicaux les fractions exponentielles correspondantes, et 
en réduisant ensuite ces fractions au même dénomina- 
teur; ce qui rappelle ce cas au précédent. Qii'on ait, paç 
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exemple, à multiplier -f-v a par 4-v i% pour +v/a j'é- 

cris -^a' , et pour +v ô* j*écris -»-i* ; je réduis (Arithm. 
io5) les deux fractions exponentielles 7, \ au même dé- 

nominateur : elles devienp^nt j,i; en sorte que -+-a* est 

la même chose que -|-a% ou -^ya^, et -»-ô' est la même 

chose que H-i% pu 4- y fc* : or, par le cas précédent, le 

produit de -+-V^a' par +V^b\ est +\/a^b^, ou -^-a'b^. 

Il est clair qu'au lieu de H-a*i^on peut écrire simple- 

ment +^^6', en laissant les fractions exponentielles sous 
leur première forme. Mais nous avons enseigné le moyen 
de ramener ces fractions, ou les radicaux qu'elles repré- 
sentent, à la même dénomination , parce qu'il est utile 
de savoir faire et de pratiquer cette opération dans plu- 
sieurs cas. 

52. Scholie. Si Ton avoit à multiplier ensemble plus 
de deux quantités pareilles à celles dont il a été ques- 
tion dans les deux problèmes précédents , on multiplie- 
roit d'abord l'une par l'autre les deux premières ; puis 
on multiplieroit le produit résultant par la troisième ; 
ainsi de suite. Par exemple , pour effectuer le produit 

V'aX V^^X v^c, je multiplie d'abord y a par \^b , ce 

qui donne le produit a"fi% ou a^b^ ^ ou y a^b"" ; ensuite je 

multiplie ce produit par v c, ou c*, et j'ai a^'b^c*, ou (en 
réduisant les trois fractions exponentielles au même dé- 

Dominateur), a^'b^'c'', ou a'^b'^c'', ou yaN?\;\ 

53. Problème III. Multiplier ensemble des quantités coiru* 
plexes qui contiennent des radicaux. 

Multipliez successivement chaque terme du multipli- 
cande par chaque terme du multiplicateur; opération qui 
s'exécute par ce qui précède : ajoutez ensemble tous les 
/>roduits j la somme sera le produit total demandé. 
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54. Exemple. Multiplier ^ * . . . . — Sa" -hjmn-^y abfh, 
par. . . ^ — ym+Sv^û'i. 

Prodôîk, 55 a*m — ^nt'n — ^mS/abJh — 40a' V^a'6 

4- h^mnVà'b + ^Và^h^^h^ ou 35a'/» — ^^m'n 

— jmVabfh — 40»''*^ + S6mna'b^ + ^â%'ph\ 



i>M>— IwfaM*— «— *— 1 ^B— ^^— ^^-i^^i».^ 



CHAPITRE V. 

Division des quantités algébriques. 

55. Diviser une quantité par une autre, c'est en cher- 
cher une troisième , qui ^ en multipliant la seconde , donne 
un produit égal à la première. Le dividende peut dpnû 
être regardé comme le produit du diviseur par le quotient* 

56. De là et de Tarticle 35, il suit, 1.® que si le divi- 
dende et le diviseur ont tous le signe -h, le quotient aura 
aussi le signe -»-. Cette règle s'exprime ainsi en général: 

éLonne 



2.** Si le dividende a le signe -4- et le diviseur le signe — , 
le quotient aura le signe — . Cette règle s'exprime ainsi ea 

général : donne — . 

3.** ^\ levdividende a le signe — et le diviseur le signes-, 
le quotient aura le signe — . Cette règle s'exprime ainsi ea 

général : dx^nne — . 

4.*^ Si le dividende et le diviseur ont tous les deux le 
signe — , le quotient aura le signe -h. Cette règle s' ex* 

prime ainsi en général : donne +• 

Tout cela est évident , puisque le produit du diviseur 
par le quotient doit avoir un signe qui soit celui du divi-. 
dende. 
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6ï , »-,anthés rationnelles. 



..I.-' 



^' 7^; /ft»r {i7z monôme rationnel par un 

' j? - ■' '"*" ,^;^,n c/écompose ce que la multiplication 

^ «,- ' ''■ 'prions par lesquelles on trouve un quo- 

^ ,^-''*'' ''^ V:^ contraires à celles par lesquelles on 

' " '* 'Ir.^J*"^* •^"*'*"' T)Our résoudre le problème 

,,,-•'' "'^;.*.vi, 1*° écrivez le signe qui doit précéder le 

,/*•?* • ^ • ^ „iformément à la règle que nous venons de 

^'*'' ' .'^^ *.** lorsque le dividende ou le diviseur , ou tous 

pr'^''"'* ^,|,t des coefficients autres que l'unité^ divisez 

k^ , j,.* règles de Tarithmétique le coefficient du divi- 

^»'^* «jir celui du diviseur; 3.° effacez les lettres com- 

•*^'*\|, 4U dividende et au diviseur : la quantité trouvée par 

^^—j ces opérations sera le quotient qu'on demandoit. 

f^^emplc^ le quotient de -+- ab divisé par -»- a est -h b; 

Ijiiide — tibh divisé par ab est — À ; celui de — rnnpq 

JMsé par — tiq est -4- mp ; celui de — iSabb divisé par 

<^> est — 5A ; celui de — 55mnpq divisé par — jmn est 

Toutes ces opérations sont évidentes; car, si Ton mul- 
tiplie le di^i^f*J)ar le quotient, on aura pour produit 
Je dividende, comme cela doit être. 

58. Remarque I. Quelquefois il ne se trouve pas de 
lettres communes aa dividende et au diviseur, ni de fac- 
teur commun à leurs coefficients ; alors la division ne 
peut que s'indiquer. Par exemple, on ne peut qu'indi- 
quer la division de a par b, et la manière de l'indiquer 

est-; de même la division de za par Si s'indique par — . 

Ces sortes d'expressions doivent être considérées comme 
des fractions dont le numérateur est le dividende et le 
dénominateur le diviseur. 

Quelquefois les lettres ou les facteurs du diviseur ne se 
trouvent qu'en partie dans le dividende : alors la division 
^^ (ait eu partie^ et s'iadique en partie. 
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cd 
Ainsi^ en divisant — abcd jp^iT^abh, le quotient est-*-T-« 

Sg. Remarque II. Si dans le dividende et danç le diviseur 
lise trouve une m^ême lettre avec des exposants différents , 
la division de ces deux quantités se fait en retranchant 
de l'exposant du dividende l'exposant du diviseur. Ainsi ^ 

5a7-*^<-»c*-» 5a^*<7 _ «« û4 

= — — . Jin eiiet. -r-. n est autre chose qu^ 

* 

tlUQiCb _ _ 

, qui devient (en effectuant \% division) a<]^ ou a'. 

De même . — -— =: = 2aab = za b ; ainsi de^ 

autres. 

On voit parla que a*'=i ; car i=-=— =:/t*''=d**« Ainsi 

toute quantité élevée à la puissance o vatit i ; car une 
telle expression représente toujours lé quotient d'une 
grandeur divisée par elle-rfièiïié ; quotient qui est néces- 
sairement 1, puisque toute grandeur se contient une fois 
elle-même. 

6o. Remarque III. Si TeoLposant d'une lettre dans le 
dividende est moindre que re:çposant de M même lettre 
dans le diviseur, on aura unfi^^^ç jiégatif, en rctran- 
ohant le second exposant du premier. 

Ainsi, ^=:;:a'-^ = a-'i 2^ ^ na'-'b'-' = na'b^'. 

Il est évident que si on avoit commencé par supprimer 
les lettres communes au dividende et au diviseur, on au^ 

roiteu- = --=--zsi a-^i i— -- = -Lz=I z=zna^b-\ 

a^ a^ a^ ' a«^ a^b a*b ^ 

Par là on comprend la signification précise des expo- 
sants négatifs qu'on emploie fréquemment dans l'algèbre. 
Une Tettre qui a un exposant négatif représente un divi- 
seur égal à cette lettre affectée du même exposant pris 
positivement ; c'est-à-dire, par exemple , que a"^, ou r '^^ 
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est la même chose que — ; A^'a-* est la même chose que^. 

61 • Problème II. Dii^iser un polynôme quelconque par un 
inonome» 

On divisera successivement tous les termes du dindende 
par le diviseur^ et la somme de tous les quotients partiels 
formera 1^ quotient total. 

Il est à propos, pour faciliter l'opération, d^ ordonner le 
polynôme, c'est-à-dire, d.' écrire successivement, en allant 
de gauche à droite , tous, les termes où une lettre choisie à 
volonté a les plus grands exposants, et de diviser ensuite, 
dans le même ordre, chaque terme du polynôme parle 
diirisear. 

6a. Exemple. Diviser le polynôme • • • a'fc' -^ — 2.0^ d -Ç 
'4^* ii— /^bcd, par le monôme -r— aa". 

Je commence par ordonner le polynôme par rapport à 
ïa lettre a qui se trouve au dividende et au diviseur; je 
dispose ces deux quantités comme pour les quantités nu- 
jnériques , et comme on le voit ici.; ensuite je divise tous 
les termes du dividende par le diviseur, et j'écris chaque 
quotient partiel, à mesure que je le trouve. La somme de 
tous les quotients partiels forme le quotient total. 

DÎTidende. r ' Diriseur. 

4a<— 2a3£?-»-a'è'— 4flî&crf 1 -r-aa' 



■w^^ 



Quotient. . 

b* 2bcd 

aa' + ad 1 



2 a 



63. Problème III. Dii^iser un polynôme par un polynôme. 

On commencera par ordonner le dividende et le divi- 
seur par rapport à une même lettre, puis on divisera 
toutes les parties du dividende par le diviseur, en suivant 
à peu près les mêmes procédés que dans l'Arithmétique. 
Cela s*entendra mieux par des exemples. 

64. Exemple I. Dimer, 3aè'— Sa^ô+a^— i% 

var — ^àb -f-a^ H- ô'. 



A L G E 
Tordonne d'abord 
port à la même lettn 
on le voit ici. 
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e dividende et le diviseur par rap- 
a; ensuite je fais la division, comme 



-5a'b -h Zab'- 
\-aa'b — ab' 



« — a'b-^-zab^- 
-ha'b — zab' - 



I 



i.° Je divise le premier terme du dividende par le pre- 
mier terme du diviseur; et, comme ils sont censés être 
tous deux affectés du signe +, le quotient aura aussi le 
signe +, qu'on pourra supprimer, parce qu'il commenco 
la phrase. Or, en divisant c' par a', on a pour quotient la 
lettre a que j'écris à l'endroit du quotient. Je multiplie le 
diviseur entier a' — zab+b' par le quotient partiel a, ce 
qui donne le produit a' — za'b -hab''. Ce produit doit être 
retranché du dividende. Ainsi je l'écris sous le dividende, 
avec des signes contraires à ceux qu'il a; et après avoir 
fait la réduction, c'est-à-dire, après avoir effacé les termes 
qui se trouvent avec des signes contraires, dans le divi- 
dende et dans la quantité qui Vient d'être écrite au des- 
sous de lui, j'ai le reste — a'b-\-2ab' — b^ qu'il faut diviser 
par le diviseur a' — 3.ab-\-b'. 

2." Je fais cette seconde opération , en divisant le pre- 
mier terme — a^h du dividende par le premier terme a' du 
diviseur j j'ai pour second quotient partiel — b, que j'écris 
à la suite de )a première partie a du quotient total. Je 
multiplie le diviseur entier par — b ; ce qui donne le pro- 
duit — a'b-^-aab" — i' que j'écris avec des signes contraires 
sous Iti dividende. Et comme, après avoir fait la réduc- 
tion , il lie reste rien , je conclus que le quotient exact de 
" i quantité a^ — 5e"i + Zab' — i' divisée par a' — zab 
fcè'^est a — b. 



I 
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65, Exemple II. Dmser^ a"^ ^h\ 

par a -\rb. 

Dmdende. Û* "+-**> f Diviseur, a-^b 

— a' —a% 



■ ■ ^ 



1-' reste — a^b 4- fc% 




— a^b' — a'A', 




3.« ,e«e — a'b^ + b". 


4.' reste «** + h\ 

^ ab* — A', 




5.' TtÈlB 



Quotient. 



1.* Le dividende et le diviseur étant ordonnes par rap- 
port à a y je divise le premier terme a'^ du dividende par le 
premier terme a du diviseur; il vient le premier quotient 
partiel a^, que j'écris à sa place. Je multiplie le diviseur 
a'\rb par a^, et j'écris le produit, avec des signes contraires^ 
sous le dividende ; et il vient — »-a^ — a^b. Faisant la réduc- 
tion du dividende et de cette quantité, on a pour premier 
reste, ou pour second dividende partiel ordonné par rap- 
port à a, la quantité — a^b-^-b'^. 

a.° Je divise le premier terme -^«"^^ de ce dividende par 
le premier terme a du diviseur ; il vient le second quotient 
partiel — a^b , que j'écris à la suite du premier; je multi- 
plie a-^-b par — a^b ; et j'écris le produit avec des signes 
contraires sous le dividende; il vient a*t-f- a^^*. Faisant 
la réduction^ le second reste, ou le troisième dividende 
partiel , est a^b"" 4- b\ 

3.° Je divise le premier terme a^i* de ce dividende par 
a ; il vient au quotient -k-a'b'' que j'écris ; je multiplie le 
diviseur a-k-b par a^b'' ; et j'écris le produit, avec des signes 
contraires, sous le dividende; il vient — a^b"" — à'b^, La 
réduction étant faite, on a — d'b^-^b^ pour troisième reste^ 
ou pour quatrième dividende partiel. 
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/J.* Je divise -—a'b^ par a; il vient —ab^ pour quatrième 
quotient partiel ; je multiplie le diviseur a-f-i par — ab^ , et 
j'écris le produit, avec des signes contraires, sous le di- 
vidende; il yient -f-a^^^4-aft*. La réduction faite, on a 
ûi*-f-t* pour quatrième reste, ou pour cinquièiiie divi- 
dende partiel. 

S.** Je divise aô* par a; il vient b* pour cinquième quo- 
tient partiel ; je multiplie a-hb par b^, et j'écris le produit, 
avec des signes contraires , sous le dividende ; il vient 
^ab^—h^. La réduction faite, on a zéro pour reste. D'où 
je conclus que le quotient exact de la quantité a^-^b^ di- 
visée par a-^b, est a* — a^ft-f-^'è'— aè^H-t*, 

66. Remarque. Quelquefois , après 4VPif ordonné le di-r 
vidende et le diviseur par rapport à une lettre , il se trouve 
plusieurs termes dans lesquels cette lettre a le même expo- 
sant. Alors il faut disposer tous ces termes dans une même 
colonne verticale , et regarder leur assemblage comme nu 
même tout; mais chaque quotient partiel SjS détermine tou- 
jours de la même manière. 

67. Exemple. Diviser loa^ 4- iia^b — i^abc — x5a'c 
^- Zab^ 4- iSbc" — Sb'c, 

par Zab -h 5a' — 5ic. 

J'ordonne le divide^de et le diviseur par rapport à la 
letîre a, et j'ai loa^-j-na'i — i5a"c — jgaèc-HSa^^-f-iSéc* 
-^Sb^c à diviser par Sa'-i-Sab — 5bc. Or, comme dans le di- 
vidende il y a deux termes qui contiennent a' , et deux qui 
contieAnent a, je dispose moa dividende et mon diviseur 
poipinç on le voit ici. 

Dividende, r 1 oa^ -f- 1 1 a^'b l^abc-^ 1 Sbc" — 5b^C ( I>iVr«enr. 

l —i5a^c-\-Zab\ ^ I 5a^-^3a b—5bc 

—10a^^6a^b-hlOabc, ) * Quorient 

aa H- ^ — • ^• 



H-Zab^ 



( 5a'b — gabc-^, i5bc' — 5&'c 

— mi'b—5ab^'h5b^c, 

a.* resto — i5a'c — oaic-hiSbc* , 
-h iSa'c-f-gaôc — iSbc* 



3.» 



reste 
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1.** Je dirise 10a' par 5a'; il vient 2a au quotient; Je 
multiplie le diviseur par aa, et j'écris le produit, avec des 
signes contraires, sous le dividende. Puis ayant fait la rër 
duction , j'ai le premier reste écrit ci-dessus. 

2.** Je divise le premier terme Sa^b de ce reste par 5a'; 
îl vient-i-i au quotient; je multiplie le diviseur par 4-^; 
et ayant écrit le produit, avec des signes contraires, sous 
le dividende, puis ayant fait la réduction, on a un second 
reste écrit cî-dessus. 

3.** Je divise le premier terme — i5a'c de ce reste pan 5a'; 
ensuite ayant fait les mêmes opérations que ci -devant, il 
ne reste rien. Ainsi la division est achevée ; et le quotient 
exact est 2a + i — 3c. 

68. Scholie. Les commençants doivent beaucoup s'exer- 
cer à la pratique de la division. Ils acquerront l'habitude 
de faire cette opération facilement, et quelquefois même 
à la seule inspection du dividende et du diviseur, en mul- 
tipliant ensemble des polynômes, et en divisant ensuite le 
produit par Tun des facteurs delà multiplication. C'est par 
le> mêmes moyens qu'on apprend à décomposer les quan- 
tités en leurs facteurs, lorsqu'elles en ont d'autres qu'elles- 
mêmes et TiMiité. Par exemple, qu'on ait la quantité aa — 
hb : on voit sans peine, avec un peu d'usage du calcul, que 
cette quantité est composée des deux facteurs a -4-^, a — b, 
ou bien que aa — W=(aH-Z>)X(a — b). On voit de même que 
w'-h'4'=(m4-//V — OX(w — n]/—i); que aa-f-2a&4-^i5» = 
U^-^b]x{a-^b] = ((j^b)\ Ces sortes de décompositions ou 
de- i/anstormations sont d'un fréquent usage dans les cal- 
cul alg#;briqi!es. 

f^' àa^es de^ suites pour la dwision. 

f'»<), V arn've souvent que, le diviseur étant complexe, la 
div.,.oii ne j>euî j a^ se faire exactement. Par exemple, 
q»^ '>•! iiU â diviser aN-2ûZ^4-Z;/yH-c' par a-f-ft; on trouvera 
'/•" ^"'^\ui.\'utn\ est a H- Z^, et que le reste est c'; de sorte 
q'^ '^i ''*'ii ;iiant !a division de ce reste par le diviseur, le 

a-hû 
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c* 



Dans ce quotient^ la partie fractionnaire ^ a pour 

dénominateur un binôme. Or, il y a une infinité de recher- 
ches analytiques dans lesquelles il est nécessaire ou com- 
mode que les termes d'une expression ne contiennent que 
des monômes , du moins aux dénominateurs. On leur 
donne cette forme par la division poussée indéfiniment^ 
comme je vais l'expliquer sur un exemple. 

70. Exemple. Dmser à Vinfeni c" par a-^-b» 



Uivioende ^ y 


\ 






Diviseur €L-\~b 


— ^ — 7' 

a 


le* 


-- 


d-b 

■etc. 


Quotient 
C'A* ' C»Z>3 

« 


!• reste — t 
^ a 

c*b c^b* 
a a* 


I a 
1 "^ 


c^b^ 
2.* reste H , 

c^b"^ 
r a» 


C*Â3 

a3 ^ 








c*b^ 
^* reste — , » 

eb^ 
"+■ 3 -*- 


a4 ' 








4- reste + ' " ;, y 

c^by 








• 



5« reste gi-^. 

1.° Je divise le dividende c' par le premier terme a du 
diviseur, ou plutôt (58) , j'indique cette division parce que 
le dividende c" et le diviseur a n'ont pas de lettres ôom- 



c» 



munes. Le quotient est—, que j'écris à la place où il doit 
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être. Je miJtiplie le diviseur a-hb par—, et j'écris le pro- 
duit^ avec des signes contraires^ sous le dividende. £n- 

suite ayant fait la réduction^ j'ai — — pour premier reste^ 
ou pour second dividende partiel. 

a.® Je divise ce dividende par le premier terme a du di- 
viseur, et j'ai — — ^pour second quotient partiel, quej'é- 

ex 

cris à la suite du premier. Je multiplie le diviseur a-hb 
par — — j- ; et j'écris le produit, avec des signes contraires. 

Cl' 

80US le dividende. La réduction faite, j'ai H pour se- 
cond reste , ou pour troisième dividende partiel à diviser 
par a-hb. 

On continuera la division toujours de la même manière. 
11 est évident qu'elle n'aura pas de fin > et qu'elle donnera 
continuellement de nouveaux termes au quotient. Le quo- 
tient total sera donc exprimé par cette suite infinie ; 

<?* c*ù c*b^ c^b^ c^b* 

1 1 etc. 



u à* a^ a* a 



Comme chaque terme de cette suite a c* pour un de ses 
facteurs, elle peut étre^ écrite sous cette forme : 

, /^ I b b* P b4 x 

c*x( — h-T- H^ — etc. ) 

\ a a" a^ a^ or J 

71 . Remarque /. On voit facilement que tous les termes 
de cette même suite iront en diminuant de grandeur, si 
a>b; et qu'au contraire ils iront en augmentant, si a < &. 

En effet, comparons d'abord ensemble les deuxpremiers 

termes — et — — , en faisant abstraction de leurs signes, 
ou en les supposant affectés du même signe. Si on a a > 6 

T h 

on aura aussi — > — ; ca^: puisque a>b. il est clair qu'en 
j»ultipliant le premier membre, haut et bas, par a, on 



A L G è B R E. C H A P, V. iy3 

aura — > — . ou bien — > — . oi au contraire on avoit 

a* a* a a* 



a<bj on trouveroit — < 



a* 



On fera voir d'une manière semblable qu'en supposant 
a>b;le second terme — est plus grand que le troisième 



a 



a^ 



; et qu'au contraire, en suppossnt^ï < b,le second terme 

b . . ô* . . . 

— est plus petit que le troisième —j- ; ainsi de suite. D'où 

nous pouvons conclure, en général, que les termes de la 
suite iront en diminuant, ou en augmentant, selon que a 
sera plus grand , ou plus petit que b. 

On appelle suites corwergentes celles dont les termes vont 
^en diminuant, et suites dwergentes celles dontjes termes 
vont en augmentant. Une suite peut converger ou diver- 
ger plus ou moins rapidement, selon que ses termes vont 
en diminuant , ou en augmentant, par des sauts plus ou 
moins grands. 

72. Remarque II. Lorsqu'une suite converge rapidement, 
il suffit de prendre quelques termes du commencement, 
pour avoir, à peu de chose près, la valeur de la suite 
entière. Par exemple, ayant trouvé, par la méthode de l'ar- 
ticle 69, que la valeur générale du quotient indiqué , 

peut être exprimée par la suite intime 1 — - — — , 

^ ^ -t a a* u"^ rt* 

b^ 

H — etc. , si l'on suppose a=ioo, b^=i, et qu'on prenne 

seulement les deux premiers termes de cette suite, on aura 
; ou — 52L, en réduisant les deux fractions 

100 lOOOO lOOOO 

au même dénominateur, puis solistrayant la seconde de 
la première. Or, cette dernière fi*action ne diffère pas 

b^ucoup de la fraction — = , ou , qui est U yak- ur 
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totale de la suite ; car réduisons les deux fractions — et 

loi 

.92- au même dénominateur , pour pouvoir les compa- 

lOOOO * , "^ 

rer plus facilement ensemble; elles deviendront respecti- 

loooo QQQQ 1» V 1» . 1 i.p^f 

vement et—^^^—; d où 1 on voit que leur diffe- 

10I0000 loioooo -^ 

rence est presque insensible. 

On approcheroit davantage^ et de plus en plus^ de la va- 
leur entière de la suite ^. en prenant ensemble ses trois 
premiers termes^ ou ses quatre premiers termes^ ainsi de 
suite. 

Il est clair^ par la raison contraire^ que si une suite est 
divergente, on s'éloignera de plus en plus de sa valeuj: to- 
tale, à mesure qu'on prendra plus de termes du commen- 
cement. On ne peut donc prendre les premiers termes 
d'une suite qui en a une infinité, pour exprimer, à peu 
de chose près , sa valeur totale , que quand cette suite est 
convergente. Plus elle converge promptement, moins il 
faut prendre de termes du commencement, pour la repré- 
senter d'une manière approchée. 

73. Rejnarque III. L'expression 7 peut être dévelop- 
pée en suite infinie, de deux manières, selon qu'on regar- 
dera a oub comme le premier terme du diviseur. Dans I0 
premier cas , la suite infinie est : 

, I h b^ h^ b^ 
(A) 1 3 H 5 etc. 

Et dans le second , la suite infinie est : 

xr»v I a a^ a} a^ 

fii) 1 1 -_ _ etc. 

Or, lorsque a>b , la suite (A) est convergente, et la 
suite (B) est divergente ; au contraire, lorsque a<b,\si suite 
(A) est divergente , et la suite (B) est convergente. Ainsi , 
lorsque a>b /\\ faut se servir de la suite (A) pour repré- 
senter le quotient indiqué —-) et lorsque a < & , il faut 
se ^ervir de la suite (B) pour représenter le même quotient. 



division, il faudra joindre le quotient du troisième reste 
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74* Remarque IJ^. Si on avoit a:=:b , Tune ou Tautre 
suite deviendroit également : 

I T I I î I 

1 — H .-r 1- .-j- etc. 

a a a a a a 

Or j comme chaque terme est détruit par le terme sui- 
vant^ il paroit s'ensuivre que la valeur totale de la suite 

est o, tandis que cette valeur doit être réellement — ou 

— . Mais il faut prendre garde que dans ce cas la suite 

n'est pas convergente ; et que si l'on veut employer quel- 

ques-uns de ses termes pour exprimer la quantité — , on 

ne peut pas se dispenser d'ajouter à ces termes le reste de 
la division , divisé par le diviseur. 

Si, par exemple, on arrête la série au second terme 

— — i àla somme- des deuxpremiers termes qu'on 

.a u a * 

trouve (69) en divisant i par a-^-a, il faudra joindre le quo- 
tient du second reste 1 de la division , divisé par a-^-a, c'est- 
à-dire, — : alors on aura 1 , c'est-à-dire, — • 

2u a a 2u ' 2a 

pour la valeur de — , comme cela doit être. 

I 

Si l'on arrête la série au troisième terme H ; àla somme 

a 

— des trois premiers termes provenants de la 



a a a 



I , I 



— 1 divisé par 2a, c'est-à-dire, : alors on aura 



2a, a 

. c'est-à-dire, — ,pourla valeur de — .Ainsi 



de suite. 
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Dhision des quantités radicales. 

i 

y5. Problème I. Dii^iserun monôme rationnçl par un mo~ 
nome radical, ou un monôme radical par un nwnome ra^ 
tionneL 

La division ne peut alors que s'indiquer^ en observant 
néanmoins que s'il y a des coefficients^ autres que l'unité, 
au-devant des quantités, ou que la quantité radicale soit 
précédée de quantités rationnelles, la division des coeffi- 
cients et des quantités rationnelles se fait comme on Ta 
expliqué ci-dessus. Ainsi, par exemple, en divisant + a 

par4-»/i, on a pour quotient h- -—', ou h — ^ ; en divisant 

— Sav^cpar-h^oi, on a pour quotient — 1 — - ^ ou — 4^, 

o b 

On doit observer qu'au lieu d'écrire, comme nous ve- 
nons de faire, le quotient en forme de fraction, on écrit 
souvent le diviseur à côté du dividende , en donnant 

au diviseur un exposant négatif. Ainsi l'expression -4- — r 

est la même chose que 4- ah ; l'expression — ^ — est la 

même chose que — ^c""!} . On traite à cet égard les quan- 
tités qui ont des exposants fractionnaires, comme celles 
qui ont pour exposants des nombres entiers (60). 

76. Problème II, Diçiser un 7?ionome radical par un autre 
monôme radicaL 

Je distingue deux cas; l'un 011 les deux quantités radi- 
cales sont de même espèce , l'autre où elles sont de diffé- 
rentes espèces. 



I.*"^ CAS. 



Supposons d'abord que le dividende et le diviseur soient 
des quantités radicales de même dénomination. Après avoir 
écrit le signe qui doit précéder le quotient, on écrira le 
si/jne radical commun au dividende et au diviseur, et, à la 
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suite de ce signe, le quotient des quantités divisées de la 
même manière que si elles n'étoient point affectées de ra- 
dicaux. La division de*coéfficients et des quantités ration- 
nelles qui peuvent^précéder les quantités radicales se fait 
à l'ordinaire. Ainsi, en divisant -\-\/à^b^ par — V'a, on 

la 

a pour quotient — x/ah"^ , ou — a^b^ , ou (en réduisant la 
fraction exponentielle de i à sa plus simple expression),' 

— a b", en divisant — Sa"* y lom^n^ par 4- ^^ySmn, on a 

pour quotient — 2aY 2mn, ou — 2ia X z' m'' n^^ ou ^^ 2^ arn^n^» 
On se rendra facilement raison de cette règle, en con- 
sidérant que la division est une opération inverse de la 
multiplication , et que le produit du diviseur par le quo^ 
tient doit toujours être une quantité égale au dividende. 
Ainsi, par exemple, je dis que si Ton divise — \/a par 4- \/b, 

le quotient sera — V^— . En effet, si Ton multiplie (5 1) cette 

dernière quantité par-+- l/è, on aura — V^-r-, ou — i/Uj qui 

est le dividende proposé. Il en sera de même dans tous le» 
autres cas pareils. 

II.* c A s. 

Lorsque le dîvivende et le diviseur ne sont pas des quan- 
tités radicales de même dénomination , on peut les réduire 
à la même dénomination (5i); et alors ce cas revient au 

précédent. Qu'on ait, par exemple, à diviser — y a^6* par 

-i-ya : je réduis les deux quantités radicales à la même 

dénomination ; la première devient — y a^b^, ou — a^b^ ; la 

seconde devient-4- v ^^ ou-{-a^; et, en divisant la première 

parla seconde, j'ai pour quotient n — y a^b^^ou — a^b* , ou 

— a/b'. 

77. Problême III. Faire une dwision de polynômes^ lors-^ 
qu'il y entre des quantités radicales. 

La solution de ce problème dépend immédiatement de 
ce qui précède. 

Algèbre* 12» 
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78. Exemple, Dhiser a^b* — ya*b^ + fjabc i/ni^np — 

par • • ab — 5bya*c. 

Ou fera cette opération à Tordinaire , en divisant suc- 
cessivement les différentes parties du dividende par le pre- 
mier terme du diviseur^ et retranchant du dividende^ à 
chaque division partielle^ le produit du quotient partiel 
par le diviseur entier. Il n'y aura point de difficulté k Té- 
gard de la division ou multiplication des quantités radica- 
les^ puisque toutes les opérations partielles se font sur des 
monômes^ et qu'elles ne demandent par conséquent point 
d'autres règles que celles que nous avons données pour ces 
dernières quantités. On trouvera ainsi que le quotient de- 
mandé est a*4 — jab^ -+- jcV^m^np, 
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Des fractions algébriques^ 

rrg. -L/ES fractions littérales sont, comme les fractions 
numériques , les quotients des numérateurs divisés par les 
dénominateurs. Ainsi tout ce que nous avons dit au sujet 
des fractions numériques s'applique également aux frac- 
tions littérales, en substituant aux opérations arithméti- 
ques les opérations algébriques correspondantes , c'est-à- 
dire addition à addition, soustraction à soustraction, etc. 
On verra, par cette correspondance , la raison de la plu- 
part des calculs que je vais faire sur les fractions lit- 
térales , et cela nous épargnera beaucoup de raison- 
nements. 

80. Problème I. Réduire une quantué endhre en une 
fraction qui ait un dénominateur donné . 

Soit la quantité a qu'il s'agit de réduire en une fraction 
qui ait le dénominateur b. Je multiplie a par i» , et j'ap- 
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plique sous le produit ab, le dénominateur b ; en sorte que 

ab 
a est la même chose que — . 

b 

81. Corollaire. On voit semblablement que toute frac- 
tion peut être transformée en une autre de même valeur, 
en multipliant ou divisant son numérateur et son déno** 

minateur par une même quantité. Ainsi la fraction — de- 

b 
ctc 

vient (en multipliant haut et bas par c), -r-î la fraction 
devient (en divisant haut et bas par a -^b) , 



aa-^^bb a — b 

82, Problème II. Réduire en une seule fraction une 
quantité composée d'un entier et (Tune fraction, . 

Multipliez rentier par le dénominateur de la fraction , 

et appliquez sous le tout ce dénominateur. Ainsi a h — 

, . ac-^rhd ac — cd^-^ad , . ac-^-ad-^-ao-^d — ^d 

devient ; a-\ ; — devient — ^ 

c c^ a c-i- d 

^ûc ~~ cd 
ou —^ en faisant la réduction du numérateur. 



83. Problème III. Tirer les entiers qui peuvent se trouver 
dan^ une fraction. 

Divisez le numérateur par le dénominateur, autant que 

cela sera possible. Ainsi, ayant la fraction ■ , je 

divise les deux premiers termes du numérateur par a, et 

cd 
je la réduis par ce moyen à cette quantité a-\-b . De 

même, la traction ; devient a — b-\ r, 

a — b a — b 

en divisant les trois premiers termes du numérateur par 

a — b. 

84. Problème IV. Réduire plusieurs fractions au méma 
dénominateur. 

Multipliez le numérateur et le dénominateur de cha- 
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cune d'elles par le produit des dénominateurs de toutes 
les autres, et appliquez, sous chaque nouveau numéra- 
teur , le produit de tous les dénominateurs. Ainsi Xq^ 

fractions -7, --,-^, se changent respectivement en celles- 

. adf bcf bde . , . , 

^* TTrf -rrcy Tir} 5"^ ^^^ ^® même dénominateur. 

bdj bcy baj * 

L'opération se feroit de même , si le numérateur ou le 
dénominateur, ou tous les deux, étoient des quantités 

complexes., Ainsi les deux fractions -- — , % — , devien- 
^ b-^-C'f-^e' 

»ent 7- ' — 7-7 : , // . xvv/^. \ 9 ou bien ( en effec- 

tuantles multiphcations), r>— -7.— ^° — - ^ . 

^ bf-k-cf-k-be-^-ce ' hf-hcf-^be-^-ce 

85. Remarque. Lorsque les fractions ont des facteurs 
communs à leurs dénominateurs , elles peuvent être ré- 
duites à la même dénomination d'une manière abrégée , 
qui est utile dans la pratique du calcul. Soient, par 

il? dfs 
exemple, les deux fractions —, ^, dont les dénomina- 
^ . bc bh 

teurs ont le facteur commun b : je vois qu'en multipliant 
la première, haut et bas, par le facteur non commun A du 
dénominateur de la seconde, et la seconde, aussi haut et 
bas, par le facteur non commun c du dénominateur de la 
première , je les réduirai tout de suite au même dénomi- 
nateur. Elles deviendront ainsi —' V^. 

bch bch 

86. Problême V. Ajouter des fractions ai^ec d'autres 
quanlités entières ou rompues. 

Ecrivez toutes les quantités à ajouter , les unes à la 
suite des autres, avec les signes qu'elles ont , et faites les 
réductions dont la somme peut être susceptible. Qu'on ait 
à ajouter ensemble la quantité entière a — 6 , et la frac- 

tion —7-: j'écris a — h-\- -- — , et, en réduisantrentier en 
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une fraction qui ait le dénominateur a-hb, jjai -^ r — >* 



a-^b 



a* 



c'est-à-dirê : . Pour aiouter ensemble les trois frac- 

tions H — - , r^ H- "7i 1 écris • ■+--;:• Si on réduit 

b d f ' b a f 

ces trois fractions au même dénominateur , on aura 

adf bcf bde . . adf—hcf-^bde 



bdf bdf^ bdf bdf 

87. Problème VI. Faire la soustraction des quantités où il 
tse trouve des fractions. 

Changez les signes de la quantité que vous devez sous- 
traire , et, en cet état , écrivez-la à la suite de celle dont elle 

b^ 
doit être soustraite. Ainsi, pour retrancher — T^®^ — ^^ 

b* 

j'écris û — b -; et, en réduisant tout en fraction. 

' a-i-b ' 

je trouve : — , ou bien r- . Pour soustraire —a 

-, aa ,, , , aa , . aa-k-au'^—ab 2aa — ab 

de 7 , 1 écris -^a , ou bien ■ , ou 7—. 

a^b' ' a — b ' a — b a — b 

Pour soustraire la fraction— —de la fi'action-r, j'écris 

d b 

7- H- —, et , en réduisant les deux fractions au même déno- 
b d 

minateur , on aura pour résultat de la sous- 

bd 

traction. 

88. Problème VIL Multiplier ensemble un eruier et une 

fraction , ou une fraction par une fraction. 

m 
!.• Soit à multiplier l'entier — 3a par la fraction ~, ou 



la fraction — par l'entier — 3a ; je multiplie ensemble 
l'entier et le numérateur de la fraction , et j'applique lô 

dénominateur sous le produit; ce qui donne —. 



\ 
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Sa 
a,' Soit k multiplier ensemble les deux fractions —- 

et— : je multiplie numérateur par numérateur^ et dé- 

Cr 

nominateur par dénominateur; ce qui donne — 

ùc 

pour le produit demandé. 

3.* Soit à multiplier la fraction radicale V~ par la 

m "/ 

fraction radicale v ~; j'observe que yf-^z—^. et que 

n y in r . n X 

y^z=z—£~; alors il s'agit de multiplier -j^p^. par -^^ ; 

ce qui se fait^ comme pour les fractions rationnelles^ 
en multipliant numérateur par numérateur^ et dénomi- 
nateur par dénominateur; le produit demandé est donc 



VP ' Vg _.. Vf "" 



£, ou -!-£-£-, ou V — 



<? 



Vq-Vh Vq h" 9 A 

89. Problème VIIL Dwiser une fraction par un entier , 
ou un entier par une fraction , ou une fraction par une 
fraction, 

i.'* Soit la fraction — à diviser par l'entier — Za : je 
conserve le numérateur de la fraction , et je multiplie le 

dénominateur par —Za ; ce qui donne — 7, — , ou — -7^ — 

'- — àan àan 

pour le quotient cherché. 

2." Soit à diviser Tentier — Za par la fraction — : je 
renverse la fraction diviseur^ et alors il s'agit de multi- 
plier — 3a par — ; ce qui donne — pour le quotient 

cherché. 



•7 



o.» De même, pour diviser la fraction -^^ par -, il faut 
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renverser la fraction diviseur^ et ipultiplier ensemble les 

deux fractions —, — ; le quotient cherché est donc — . 

q' m ^ I mq 

4.* Soit à diviser V ~ par y ^ : la fraction dividende 

m 



/ 

est la même ohose que -^r^> et la fraction diviseur est la 

même chose que — ^; je renverse cette dernière frao 

tion, et alors il s'agit de multiplier J—Cpar-- — ; ce qui 

^/ z? h ™"/z? h 
donne — ^ j ou yL , pour le quotient cherché* 

mo/ nm nm"*- ■*• 

V9 e q g 



go. Problème IX. Réduire une fraction à ses moindres 
termes» 

Après avoir ordonné les deux termes de la fraction par 
rapport à une viême lettre , il faut diviser celui des deux 
termes où cette lettre a le plus grand exposant , par le se- 
cond, et pousser l'opération tant qu'elle est possible, con- 
formément aux règles ordinaires de la division ; ensuite 
il faut diviser, suivant les mêmes conditions, le second 
terme par le premier reste ; puis le premier reste par le 
second reste ; ainsi de suite , Jusqu'à ce qu'on parvienne à 
nne division exacte : alors le dei*nier diviseur est le plus 
gra^d commun diviseur des deux termes de la fraction 
proposée. Si on ne pouvoit pas parvenii^ à faire une divi- 
sion exacte, la fraction seroit irréductible. On voit que le 
procédé est absolument le même pour les fractions litté- 
rales que pour les fractions numériques. Avant que d'ap- 
pliquer cette règle à des exemples, nous ferons quelques 
observations qui tendent à simplifier le calcul. 

On ne change rien au commun diviseur de deux quan- 
tités , en multipliant ou en divisant Tune de ces quantités 
par un facteur qui n'est pas diviseur de l'autre. Qu'on ait. 



i 
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par exemple^ 'la fraction — -, dont les deux termes ont A 

pouir diviseur commun : en multipliant le numérateur ou 
le dénominateur par une quantité d, on formera la nou- 
velle fraction , ou — -, dont les deux termes n'ont 

ac acd ^ 

pas d'autre diviseur commun 'q^e a. Mais si la quantité 
par laquelle on multiplie un des termes de la fraction 
ëtoit diviseur de l'autre terme, alors on changeroit le di- 
yiseur commun. Par exemple, qu'on multiplie le numéra- 

teur de la fraction — rpar c, qui est diviseur du dénomi- 

Xiateur , on formera la fraction dont les deux termes 

ont, pour diviseur commun, ac, et non pas simplement a 
comme tout-à-l'heure. De même, si l'on multiplie le dé- 

i;iominateur de la fraction — , par b, qui est le diviseur 

ac ^ ^ 

ab 

du numérateur, on formera la fraction -—7- • dont les deux 

' abc ^ 

termes ont pour diviseur commun ah , et non a simple- 
ment. On ne conserve donc le même diviseur commun 
aux deux termes d'une fraction, qu'en multipliant ou en 
divisant l'un de ces termes par une quantité qui ne soit 
pas diviseur de l'autre. 

91. Exemple. Réduire à ses moindres termes la fraction 

a^ -4- ab* ~ a^b — P 



4a* — 2a*b*—^u^i, '1^ 2ab^' 

J ordonne tout par rapport à la lettre a, et je prends le 
dénominateur pour dividende, et le numéjateur pour di- 
viseur. Cela posé, 

1.° Comme 2a divise tous les termes du dividende, et 
ne divise pas ceux du diviseur, je commence par délivrer 
Je dividende de ce diviseur, pour simplifier l'opération, 
il me vient ainsi 2.a^' — 2.a''b — ab^ -{-h^ à diviser par a^ — 
a^b-hab''^b\ Le quotient est a, et le reste —5ab''-h'5b\ 

2.° Je prends pour dividende le diviseur a^ — a*b-\ ab* — b^, 
et pour diviseur le premier reste — 3a6' -h Zb\ Et comme 
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5^* est diviseur de ce reste , sans l'être du tiouveau divî-« 
dende , je délivre mon diviseur actuel du facteur SA*. Par 
ce moyen, j'ai a^ — a^'b-hab'' — b"^ à diviser par — a-^b. Il 
vient pour quotient exact — a"" — A*. D'où je conclus 
que — a-hb est le plus grand commun diviseur cherché. 
Divisant donc les deux termes de la fraction proposée 

— : ; *— - par —a-^b. elle deviendra . 

^'-^^'^ ij . i' .1 

ou — ; . et sera réduite a ses moindres termes. 

4^* — 2aù 

Des fractions continues. 

92. J'ai déjà fait connoître dans Y arithmétique la nature 
des fractions continues; ici je, vais les considérer sous un 
point de vue plus général. 

Lorsqu'une fraction a pour dénominateur l'assemblage 
d'un entier et d'une fraction ; que cette- seconde fraction 
a pour dénominateur l'assemblage d'un entier et d'une 
fraction ; que cette troisième fraction a pour dénomina- 
teur l'assemblage d'un entier et d'une fraction ; ainsi de 
suite : l'expression composée de toutes ces fractions par- 
ticulières est ce qu'on appelle Mne fraction continue , soit 
que le nombre des fractions intégrantes soit fini ou infini. 
Ainsi ^ l'expression 



"^1"+^ » 



e -f- etc. 



est une fraction continue. 

93. Si chacun des numérateurs «7 ^^ y? ^> «7 etc. vaut 1, 
l'expression précédente deviendra 

I 



— I 

b-\- — I ' 
6-4--- I 
C/H- — 

e-^ etc. 



Les fractions continues que nous avons considérées 
dans l'arithmétique ont cette dernière forme. 

94. Toute fraction continue peut être réduite en une 
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fraction ordinaire. Soit , par exemple , la fraction con- 
tinue^ 

i C 

I .• L'assemblage — £ des deux dernières fractions în- 

d 
tégrantes étant une fraction qui a y pour numérateur, et 

c-h- -7 pour dénominateur ; il est clair que si nous rédui- 

cd-A- ^ 

sons ce dénominateur en la fraction équivalente — - — , 
l'assemblage en question pourra être regardé comme une 
fraction qui a y pour numérateur^ et — -r — pour déno- 
minateur, ou, ée qui revient au même, comme le quotient 
de la quantité y divisée par lafraction — -j — , ce qui donne 

S.** A la place de l'assemblage des trois dernières frac- 
tions intégrantes, nous pouvons substituer -7- . yd ^ 

d'où Ton tire , en opérant comme nous venons de faire 

sur l'assemblage des deux dernières fractions intégrantes, 

^cd H- Ç^ 
hcd -hb^ ^ yd' 

3.° Pareillement, au lieu de l'assemblage des quatre frac- 

tions intégrantes, nous pouvons prendre— ^cd-^QS' 

"^ bcd'\'i>è'\'dy^ 

d ou 1 on tire la Iraction ordinaire r ; — r— ; — Tr> 

a bcd^ab^'{-ady'\- ^cd-h ^d 

expression de la fraction continue proposée. 

II est clair que si une fraction continue avoit un plus 
grand nombre de termes, on parviendroit toujours, en 
remontant de proche en proche, de droite à gauche, à la 
convertir en une fraction ordinaire. 
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95. Nommons A la valeur totale d'une fraction conti- 
nue , telle que • 






^ 1 / V K 



an , ^ 

e H- etc. 

n est aisé de voir que, si, en allant de gauche à droite, 
on prend d'abord la première fraction intégrante seule , 
puis les deux premières fractions int^rantes Seules, puis 
les trois premières fractions intégrantes seules , ainsi de 
suite , on aura des quantités alternativement plus grandes 
et plus petites que A ; c'est-à-dire, que 

A< — , A> — S . te „ ■ 
a a + —,A<— S 

c -f- -r etc. 
d 



Car dans la première expression — le dénomijdateur a est 

plus petit que le vrai dénominateur, puisque ce dernier 
est formé de l'addition de a avec toutes les fractions qui 
suivent à droite. Or on augmente la valeur d'une fraction 
lorsqu'on diminue son dénominateur sans toucher à son 

numérateur. Ainsi on a A < ~. Dans la seconde expres- 

a 
tt 

sion — ^ , le dénominateur h étant évidemment trop 
b 

petit, la fraction y est trop grande , et par conséquent 

. C ' 
aussi l'assemblage à-{ est trop grand; donc notre ex- 

pressiçn qui a pour numérateur «, et pour dénominateur 
l'assemblage dont nous venons de parler, est trop petite, 
puisqu'on diminue la valeur d'une fraction, lorsqu'on 
augmente son dénominateur. En raisonnant toujours 
ainsi de suite pour les autres expressions , on recon- 
noîtra la vérité de la proposition générale que nous 
avons avancée. 
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96. II suit de là que si nous réduisons chacune des ex- 
pressions dont nous venons de parler en fractions ordinair 
res^ on aura : 



A<- 



A> 



A< 



A> 



itbc -f- «y 



abc -^-i^^Qc* 

abcd H- ttbi^ -h ^d 



abcd H- ab^ -h ayd + icd -h ^t 

ainsi de suite alternativement. 

97. Les fractions continues appliquées aux nombres ser- 
vent, comme nous l'avons vu dans Tarithmétique^ à repré- 
senter d'une manière approchée avec de petits nombres la 
valeur d'une fraction irréductible exprimée par de grands 
nombres. L'approximation est d'autant plus exacte, qu'on 
prend plus de fractions intégrantes du commencement de 
la suite; mais aussi plus on prend de ces fractions, plus 
les termes de la fraction résultante qu'elles donnent sont 
grands. 

98. Les fractions résultantes qu'on trouve ainsi en pre- 
nant un certain nombre des premières fractions intégran- 
tes qui composent la fraction continue , ont la propriété 
d'être irréductibles, et de donner la valeur de la fraction 
principale d'une manière plus approchée que ne la dônne- 
roit une fraction exprimée par de plus petits nombres. On 
en verra facilement la raison , en considérant qu'on em- 
ploie des opérations semblables pour trouver le plus grand 
commun diviseur de deux nombies, et pour développer 
une fraction ordinaire en fraction continue. Montrons ici 
en général la correspondance de ces opérations. 

• 99. Qu'il s'agisse de réduire à ses moindres termes la 

fraction —, dans laquelle A et B sont des nombres donnés. 

Soit B > A , et supposons qu'en divisant B ^ar A on ait a 
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pour quotient , et a pour reste ; qu'en divisant A par «^ on 
ait i pour quotient^ et ^ pour reste; qu'en divisant Ê par Ç, 
on ait c pour quotient , et y pour reste ; ainsi de suite. Il 
est clair que la fraction proposée pourra subir les trans« 
formations suivantes (en mettant successivement pour 
chaque dividende le produit du diviseur par le quotient^ 
et ajoutant le reste de la division ) : 
A_ A 
B «A -+• «^ *^ 

A ab -\- ^ 

B a («Z» H- C) -h ^ ' 

A Z^ (oc -f- y) 4- ^ 



y 



B a (b'Zc H- Z>y -4- C) H- ^c 4- y ' 

A h {cd^ -+- c<r -h y) -H yd-^ ^ 

B a {bcyd-\' bc^ -^ by -f- û?y H- <?) + cyd + c^ -f- 

etc. 

Ces expressions indiquent en général la marche qu'on 
suit dans la décomposition des deux nombres A et B pour 
parvenir à trouver leur plus grand commun diviseur. On 
voit que si, par exemple, dans la dernière de ces expres- 
sions , le dernier reste ^ divise le reste précédent y, la frac- 

tion — sera réductible , et que J" sera le plus grand commua 

diviseur de ses deux termes. 

A 

100. Développons maintenant la même fraction — ea 

fraction continue, par la méthode donnée (Arith, 124); 
en divisant les deux termes par A , cette fraction devient 

— . Supposons , comme tout-à-l'heure, que le quotient deB 

A ' 

divisé par A est a , et que le reste est * ; la fraction devien-i 

I «A 

dra . Divisant par « les deux termes de -7^ on aura — 

A 

= -^ . Soit b le quotient de A divisé par « , et f le reste ; 
À 
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A__ 



Ai * . 

on auç^ — = — • En continuant d opérer de la même 



manière^ on trouvera 

A I 



B a -+- — 1 

^ "^ ^ -f- etc. 



Or^ je dis, i.<* que si^ en allant'de gauche à droite^ on 
arrête cette suite à telle fraction intégrante qu'on voudra^ 
le résultat qu'on obtiendra ^ étant converti en une fraction 
ordinaire^ sera une fraction irréductible. Car^par exemple^ 

arrêtons-nous à la fraction intégrante — ^ en excluant 
toutes les suivantes à droite : nous aurons la fraction con- 
tinue — I qui , étant réduite en fraction ordi- 

à '\ , 

c 

naire^ devient — . Or^ cette dernière fraction est 

irréductible ; car, si elle étoit réductible, on pourroit divi- 
ser ses deux termes par un même nombre plus grand que i . 
o . ,1 bc-hi abc-i-a a(bc-hl) 

ooit g ce nombre ; alors et ou-^^ seroient 

g g S , 

des entiers. De plus , seroit un entier. Donc — 

. . be r^ , t 1 3c4-i 
seroit un entier, ainsi que — . Or, si les nombres =- et 

— étoient des entiers, — seroit un entier ; ce qui est impos- 
8 8 

sible, puisque g^ est > i . 

2." Je dis qu'on ne peut pas approcher davantage de la 

A 

valeur de la fraction ~ au moyen d'une fraction quisoit ex- 

bc — f- r 
primée par de plus petits nombres que la fraction . 

Car^ désignons, pour abréger, cette dernière fraction par 
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ipi 



C . . A C 

'— ; et considérons que puisque les deux fractions -— et — 

contiennent Tune et l'autre les fractions intégrantes — , 



I I 



— ^ — y toute fraction qu'on prétendra qui approche plus 

de— que n'en approche-^, contiendra nécessairement 
les mêmes fractions intégrantes y et de plus quelque autre 
fraction intégrante que je désigne par — • Ainsi^ cette frac- 

A I 

tion y plus voisine de — , sera — jc^ ou bien 

b '\ I 

^ ^ — , 
m 

i ^ . Or, il est clair que cette deriiiêre 

abcm'^ad-\-am-\-c'rfi-i-i 

fraction est irréductible; car, si elle étoit réductible, on 

potirroit diviser ses deux termes par un même nombre plus 

j .1, 11 1 Al bcm-^b-hm a (bcm-hb-^m) 
grand que i ; je 1 appelle h. Alors — =- et -^ j^ — - 

, . T^ 1 1 1 a^bcm-hb-hm^-i-cm-ht 

seroientdes entiers. De plus le nombre -^— —^ ' 

h 

seroit un entier. Donc — -• — en seroit aussi un , ainsi qu# 

hcm-hb _ , tcm'{-b-{'m bcm-hb , , 

— ; — .Les nombres et étant des entiers. 

h h h 

-r- seroit aussi un entier , de même que —t'. riUrm '■ ■ 

et •— étant des entiers, — seroit un entier; ce qui est im-< 
possible , puisque A > i . . . 
D'un autre côté la fraction — -^^ — ^î est ex-* 

C 

primée par de plus grands nombres que la fraction -ir. 

Donc il n'y a point de fraction qui, étant exprimée par 

C 

de plus petits termes que ceux de la fraction — , approcher 

A 
plus que cette même fraction , de la fraction principale-p- 
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CHAPITRE VII. 

jDe la formation des puissances ^ et de V extraction des 
racines aes quantités algébriques. 

loi.L/ES notions que nous ayons données, dans l'ûrmA- 
métique , de la formation des puissances des nombres et de 
l'extraction de leurs racines, s'appliquent ici en général 
aux quantités littérales. Former une puissance d'une quan- 
tité littérale, ou , ce qui signifie la même chose, élever une 
quantité littérale à une puissance proposée, c'est multi- 
plier cette quantité un certain nombre de fois par elle- 
même : extraire la racine d'une quantité, c'est trouver une 
autre quantité qui, étant multipliée un certain nombre de 
fois par elle-même, produise la première. On voit que l'un 
de ces problêmes est l'inverse de l'autre. Ils ne demandent, 
pour être résolus, qu'une application ou une extension 
très-facile des principes que nous avons établis pour la 
multiplication et la division des quantités tant rationnelles 
que radicales. Mais afin qu'il ne reste aux commençants* 
aucune difficulté sur toute cette théorie, je crois devbir la 
développer en détail. 

102. Puisque, suivant la règle que nous avons donnée 
(35) po ur la m ultiplication des signes ,4-x-l-et — X — don- 
nent également H-, et que -f-X — , ou — X-+-, donnent — , 
il s'ensuit que : 

1 .<* Le quarré de + a, c'est-à-dire -h a X h- a, et celui de 
— a , c'est-à-dire — aX' — a , sont égalem<?nt -4- aa ; 

2.° Le cube de 4- û^, c'est-à-dire -4- «aX -4--^^, est -4- «'; 
mais celui de — a ^ c'est-à-dire -+- aa X — a , est -^ a^ ; 

3.° La quatrième puissance de -h a , c'est-à-dire H- a^ 
X-h a , est '-+- a\ et celle de — a, c'est-à-dire— a^ X— a, 
est également -4- a^ ; 

4.'' La cinquième puissance de-f-a, c'est-à-dire + a'' X-^a, 
est-ha'^; mais celle de — a^ c'est-à-dire +«* X — ûj^ est — a\ 
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Ainsi de suite. Par où Von voit en général que toutes les. 
puissances paires sont positives , soit que la quantité géné- 
ratrice, ou la racine, ait le signe -h ou le signe — ; mais que 
les puissances impaires sont toujours de nvémé signe que 
la racine, c'est-à-dire positives , si la racine est positive, et 
négatives, si la racine est négative. 

io3. Problème I. Former les puissances de toutes sortes 
de m^onomes y rationnels ou radicaux • 

1 .0 On aura égard à la règle des signes , conformément à 
l'article précédent. 2.® Si les coefficients sont autres que 
l'unité,, on en formera les puissances, conformément aux 
règles de l'arithmétique. 3." Pour élever les lettres du mo- 
nôme au quarré, au cube, à la quatrième puissance, etc., 
il faut (48) ou doubler, ou tripler, ou quadrupler, ou, etc., 
les ei^posants de ces lettres. 

Si le monôme est fractionnaire, il faudra former, comme 
on vient de l'expliquer, les puissances de chacun des terr 
mes de la fraction. 

Exemples pour les entiers rationnels. 

Le quarré de -^ ab , ou de -f- a^b' est -f- a^'b^ ; le quarréi 
de — 5a'6^ est -h zSa'^b^ ; le cube de -+• na^'bc est -*- Sa^b^c^ ; 
le cube de — ^a^b^'c est — 6^a^b^c^. 

Exemples pour les entiers radicaux» 

11 a a 

"Le quarré de -i-A/ab, OU de -h a^b\ est-f- a'b\ou-^ a^b', 

ou -^ ab;le cube de — y ab ^ou de — a^b^ ^ est — ^ a^b^, ou 
--^ab. 

Exemples pour les fractions. ' 

T ^1 a ^* 1 1 1 5a 125 a' 

Le quarré de + — est h- -~ ; le? cube de — -— est — ^. 

^ b b^ 6b 21b ù^ 

104. Problème II. Extraire une racine quelconque tTun 
?)wnome quelconque. 

Cette opération étant l'inverse de l'élévation aux puis- 
sances, il est clair, 

1 ." Par rapport au signe qui doit affecter une racine, c^ua 

algèbre* \^ 
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ce signe peut être (lo^.) indifféremment -+- ou — , s'il s'agît 
de tirer une racine paire ; mais qu'il est unique et le même 
que celui de la quantité dont il s* agit d'extraire la racine^ 
si cette racine est impaire ; 

a,** Par rapport aux coefficients^ que les racines de ces 
nombres doivent être tirées suivant les règles de Tarithmé- 
Cique ; 

3.*» Par rapport aux exposants^ qu'il faut prendre la 
moitié, ou le tiers, ou le quart, oula cinquième partie, etc., 
des exposants des lettres qui composent une quantité mo- 
nôme, selon qu'on veut tirer la racine quarrée, ou cube, 
otL quatrième, ou cinquième, etc. , de cette quantité. 

Exemples pour les entiers rationnels. 

La racine quarrée de -h a* est -+- a ou — a, ce qu'on ex- 
prime ainsi x/à" = ±: a ; la racine quarrée de -f- aSa^i* est 
±: Sa^b^ ; la racine cube de — a' est — a; celle de-H 343a*'i* 
«st H- jà*b^. 

On voit que, dans ces exemples, les exposants des quan- 
tités dont il a fallu tirer la racine ont été divisibles par l'ex- 
posant ou l'indice de cette racine, et qu'on a eu par con- 
séquent des nombres entiers pour quotients. Voici des 
exemples où la division ne peut pas se faire exactement, et 
où par conséquent la racine ne peut que s'indiquer, du 
moins en partie. La racine quarrée de + a ou de a* est 

±:a", ou±:\/a; ceUedea^ est±:a%ou±:a.a\ ou±: ai/a; 

la racine cube de — a*i' est — a^b^ , ou — ah^.a^b^^ ou 
— ab' \/a'b. 

Exemples pour les entiers radicaux. 

La racine quarrée de -h v^a, ou de -h a*, est±: a*; celle 
dç 4- 25 V^'^; ou (le aS a'b', est ± Sa'b', ou ±: 5 y a'^b. 
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Exemples pour les fractions. 

La racine quarrée de la fraction -4- —est ±: — ; celle de 

4- , — r-i est ±: „ ,-. 

64m*;»* om*ii^ • 

Il est clair que dans tous les cas les extractions des raci- 
nes des fractions n'ont pas d'autres difficultés que le» 
extractions des racines des quantités entières, puisque l'o- 
pération se réduit à tirer séparément la racine du numé- 
rateur et celle du dénominateur. 

io5. Remarque. Il est essentiel d'observer que les puis- 
sances paires étant toujours affectées (102) du signe -f- , 
quel que soit celui de la racine ; une quantité dont on pro- 
pose d'extraire une racine paire doit nécessairement être 
affectée du signe 4- ^ si l'on veut qu'elle ait une racine 
réelle. Les racines paires des quantités négatives sont donc 
impossibles ou imaginaires. Ainsi les expressions suivantes 

V/ — aa, V — à'b'',\/ — 8a^, sont des racines imaginaires. 
Quoique ces sortes de racines ne représentent rien d'exis- 
tant^ elles peuvent néanmoins être soumises aux mêmes 
règles de calcul que les quantités réelles, parce que l'al- 
gèbre opère sur les quantités inconnues comme sur les 
quantités connues, et que souvent on ne voit qu'à la fin 
d'un calcul s'il y entre ou non des quantités imaginaires. 
Si dans le résultat d'une opération il se trouve de telles 
quantités, cela signifie que la question qui a donné lieu à 
ce résultat renferme quelque absurdité dans ses conditions. 
Si les facteurs d'un produit contiennent des racines ima- 
ginaires, et que cependant le produit n!eii contienne pas, 
comme cela arrive quelquefois ; alors les imaginaires se 
détruisent mutuellement; ensorte que, si l'on peut s'ex- 
primer ainsi, Y imaginarité qui entre dans l'un des éléments 
de la question est anéantie par l'imaginarité qui entre dans 
un autre élément. Tout cela sera pleinement éclairci dans 
la suite. 
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106. Scholie. Souvent on rencontre des quantités affec- 
tées de signes radicaux , et décomposables en facteurs , dont 
quelques-uns peuvent être délivrés du signe radical. Alors 
ces quantités peuvent être mises sous une forme {)lus sim- 
ple^ par un moyen que nous avons déjà indiqué. Soit, par 
exemple, la quantité V^Soa^b^ : j'observe que le coefficient 
5o peut être décomposé en ces deux facteurs aS et :2 , dont le 
premier est un quarré parfait, et que la quantité littérale 
u^^ peut être décomposé en ces deux facteurs a^'b^ et b, 
dont le premier est aussi un quarré parfait. Ainsi , en 
tirant les racines des quarrés parfaits, et laissant les autres 
facteurs sous le radical, on transformera la quantité pro- 
posée \/5oa^b^ en celle-ci, Sabi/sl^. 

De même, la quantité y [ a^b +• a^c ] peut être écrite 

ainsi, ^ V [& 4- c] , en observant que a^b -h a^c est décom- 
posable en ces deux facteurs a^ etb -h c, dont le premier 
a pour racine cube a , et laissant sous le signe radical Tautre 
facteur b -{-Cy qui n'est pas un cube. 

La racine imaginaire l/^— aa peut être écrite sous cette 
forme a \/ — 1 , en observant que — aa peut se décompo- 
ser en ces deux facteurs -^ auet — 1 , dont le premier est 
le quarré de a, et le second, qui n'est point un quarrc, 
doit être laissé sous le radical. 

Il est clair que réciproquement une quantité écrite au 
devant d'un signe radical peut être transportée sous ce 
signe, en l'élevant à la puissance désignée par l'indice du 
même signe. Ainsi, a\/b est la même chose que \/ u'b', 

s.a V m est la même chose que y Sa'^m. 

107. Problême III. Former les puissances d^ un polynôme 
quelconque. 

Soit d'abord le binôme a4- b, dont il s'agisse de former 
les puissances. Multipliez a -{-b par a-hb ; vous trouverez 
(a -\- by zzr «'• -I- 2ab + Z^\ Multipliez ce produit par a-^b; 
vous trouverez (a-h by=za^-\-''Za'*b-^ Zab'^ -\-b^. Multipliez 
ce produit par a -\- b , vous trouverez (a-h t/^a"^ H- /\a'^b 
^- ija'b^ H- /^ah^ ^ l^\ etc. 
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Ce ces calculs résultent les théorèmes suivants r 

I. Le quarré éCan hinome contient \ 1 .« /è quarré dé lapre-* 
mière partie de ce hinome ; 2.° le dovhle produit delà pre-^ 
mière partie multipliée par la seconde ', S.** le quarré de la 
seconde, 

IL Le cubé d'un binom>e contient; 1 .° le cube de la première 
partie de ce binôme ; 2.° trois fois le quarré de là première 
partie, multiplié par la seconde ; 3,° trois fois le quarré 
de la seconde y multiplié par la première; /{,^ le cube de la 
seconde, 

m, La quatrième puissance d^un binôme contient; 1.^ la 
quatrième puissance de la première partie de ce binôme ; 
a.® quatre fois le cube de la première partie , multiplié par 
la seconde ; 3.° six fois le quarré de la première , multiplié 
par le quarré de la seconde ; 4?" quatre fois le cube de la scr- 

" eonde, m,ultiplié par la prem>ière ; 5^*^ la quatrième puissance 

• de la seconde, 

La suite de ces théorèmes n'a pas de fin i Je ne les^ousse 
pas plus loin , me réservant de donner plus bas (chap, IX) 
und méthode générale et abrégée pour former tout d'un, 
coup et immédiatement chaque puissance y sans passer par 
les puissances antérieures. 

Les îpuissances.d'es trinômes , des quadrinomes , etc., se 
forment par les mêmes moyens. Soit, par exemple, le tri- 
nome a-\r b -h c Je prends une quantité simple d, pouv 
représenter la somme -hb -i-c des deux derniers termes de 
ce trinôme , c'est-à-dire , que je fais 4- 6 Hr c = ^; alors la 
question est de former les puissances du binôme dt -h A 
Quand ces puissances auront été trouvées comme on vient 
de l'expliquer ,^ en substituera à la place des puissances de 
d, Içs puissances pareilles du binôme ^b-^c. 

De même, s'il s'agissoit de former les puissances du qua- 
drinome a-Hô-Vc-f- d , on supposeroit -f- ô h- e H- rf = e^ 
et, après avoir formé les puissances du binôme a-\- e, on 
siibstitueroit, à la place des puissances de e, les puissant 
,ces semblables du trinôme •+- t-i- c H- -^, qui se trouv«J;tfe 
comme on vient de voir- 
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On réduira toujours ainsi la formation des puissances 
d'un polynôme qui a un nombre quelconque de termes à 
la formation des puissances d'un polynôme qui a un terme 
de moins. Et, en allant de proche en proche, le problème 
neconsisterajamaisqu'àélever un binôme à une puissance 
proposée. 

Les puissances des fractions qui ont des termes com- 
plexes se forment en élevant numérateur et dénomina- 
teur^ au quarré, au cube, à la quatrième puissance, etc. 

Aip^i, par exemple, le quarré de la fraction r^ est 



4/»* -I- i2mn -h 9n* 

108. Remarque. Si on demandoit les puissances du bi* 
nome — a — h, dont les deux termes sont négatifs^ tous 
les termes des puissances paires auroient le signe 4-, parce 
que — X — donne -h ; et tous les termes des puissances /ot- 
paires auroient le signe ■=—, parce que H- x — donne — . 
Ainsi le quarré de — a — b e^t aa -^ 2.ab -^ bb , et le cube 
de — a— b est— a^ — 3a*^ — 3aft* — b^. 

Si on demandoit les puissances du binôme a — b , dont 
les deux termes ont des signes différents; alors, pour 
toutes les puissances paires ou impaires, tous les termes 
où b auroit de$ exposants pairs seroient positifs, et ceux 
où b auroit des exposants impairs seroient négatifs. Ainsi 
le quarré Ae a — b est aa — 2.ab H- bb ; le cube de a — b est 
a}'^Za'b-\-'5ab^'--bK 

On étendra facilement l'usage de cette remarque aux 
trinômes, aux quadrinomes, etc. 

109. Problème IV. Extraire la racine quarrée d\Ln poly- 
nôme entier ou fractionnaire . 

Il est clair que la question se réduit dans tous les cas à 
savoir tirer la racine quarrée d'un polynôme entier, parce 
que la racine quarrée d'une fraction est la racine quarrée 
du numérateur divisée par la racine quarrée du dénomi- 
ii^t.eur. Or, pour tirer la racine quarrée d'un polynôme 
entier^ il faut décomposer le quarré suivant l'ordre iiiverst& 
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de celui de sa formation ; on procédera généralement 
comme dans les exemples suivants. 

110. Exemple I. Extraire la racine quarrée du poly" 
nome 40' — J^ab-^b^. 

J'ordonne ce polynôme par rapport à la lettre à, et je 
le dispose comme on voit ici. 

Quarré supposé. Ç racine. 

^ —4^' j 4^^ 

1." reste -'^<lb-\'b\ l 

H-4aô— *• 



2/ 



reste 



Cela posé ^ 1 .» la racine du premier terme ^a' est ±: n^a^ 
Je me contente , pour simplifier l'opération , d'écrire 
cette racine avec le signe supérieur sous -entendu. Jc^ 
quarre za, et j'écris le quarré^ avec un signe contraire, 
sous le premier terme de la quantité proposée , pbur^ 
pouvoir faire la réduction. Cette réduction faite, il re«tô^ 

— 4^^-H^'** 

3.° Je double la racine na, ce qui me donne 4^, quantité- 
par laquelle je divise le premier terme — /^ab du reste pré- 
cédent; il vient au quotient — b que j'écris à la suite du 
premier terme 2.a de la racine. Je fais le produit de J\a par 
• — fe , et le quarré de — è ; j'écris la somme de ces deux pro- 
duits, avec des signes contraires, sous le premier restè^ 

— 4afe -H fc'. La réduction faite, il ne reste rien. D'où je 
conclus que 2a — ft est la racine exacte du polynôme pro- 
posé. 

On voit qu'au lieu de sa — i on poiirroit prendre éga- 
lement pour racine — za -h b, qui a des signes contraires 
à ceux de la première» 



âOO . SECONDE PARTIE. 

111. Exemple II. Extraire la racine du polynôme 912' — 
\Mb — 6ac -h 4ÔC -H 4&* -H c' , qui est ordonné par rapport à 
la lettre a. 

Je dispose les quantités, et j*opère sur elles comme il 
est exprimé ici : 

Quarré supposé. f racine. 

f ga' — i2aft4-4i'H-4&c + c', j 3^ — 2/7 — r 
1 —Gac |""6a 

l.er reste {-^ ^^^^ -^^^^ "^ 4*C + C% 

( — dac 

i2ab — 4^* 



â."". reste — 6ac -h /!^bc -^ C^ , 

H-6ûc — /^bc — c' 



3. 



e 



reste 



1 .* Je tire la racine du premier terme 9a* ; elle est ztZa ^ 
mais je ne prends que le signe supérieur. J'écris le quarré 
de cette racine, avec un signe contraire , sous le polynôme 
proposé. La réduction faite, on a pour premier reste, 
— i2ab — 6ac, -h 46' + 4^c -*- c\ 

2.** Je double la racine trouvée 3a ; et , parce double 6a, 
je divise le premier terme — izab du reste précédent ; le 
quotient est — 26, que j'écris à la suite de 5a. Je fais le 
produit de 6a par-r-aZ», et le quarré de-^2ft; j'écris la 
somme de ces deux produits avec des signes contraires, 
sous le premier reste. La réduction faite , on a le second 
reste — 6ac -h /^hc -h c\ 

3.° Je double la racine Za — oh , ce qui donne 6a — l\b. 
Par le premier tterme 6a de cette quantité , je divise le pre- 
mier terme — 6ûc du second reste; il vient au quotient — c, 
que j'écris à la suite de 3a — oh. Je multiplie le diviseur 
6a' — ùjb-çds — c, et je fais le quarréde—c; j'écris la somme 
de ces deux produits , avec des signes contraires, sous le 
second reste. Je fais la réduction; il ne reste rien. Donc 
3a — fih — c, ou — (Sa-^aô — c), est la racine exacte' du 
polynôme proposé.«^ 



l 

■I Ôes facteurs qui sont des qiiarrés parfaits, l'expression peut ■ 

■ être simplifiée ou changt'e. Qu'on ait, par exeuiple, lai 

(juantiié radicale l/(3«'c — 6a^bc+ 3ab'c); j'observe quel 

le polynôme 5n*c — 6rt'ic-|- 3«6'c est composé de ces deirt* 
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113. ScJioîie. Lorsqu'une quantité radicale complexe al 






\-bb. 



, dont le premier est la f 



facteurs aa — sui h 
■ quarré de a — 1>; d'où il suit qu'en tirant la racine de ce ! 
I quarré, la quantité radicale proposée deviendra celie-ci, 
.(o— i)l/3ffc. 

Hécîproquement une quantité rationnelle complet 
«écrite aii-devant d'un signe radical du second degré, peut 

fe transportée sous ce signe, en élevant cette quantité . 
quarré» Ainsi (a + b) i/jw est la même chose que J 
[a'm + zabm+b'm]. 

11 3. Problème V. F.xtmire la rarùie cube d'un polynôme' \ 
quelconque , entier ou fra 

La question est seulement de savoir extraire la racinfl ■ 
( d'un polynôme entier, puisqu'on aura celle d'une 
k,|raction en divisant la racine cube du numérateur par la 
J racine cube du dénominateur. Or, on lirera dans tous le» 
I ^as la racine cube d'un polynôme entier, comme dans les 
1- exemples suivants. 

114. Exemple L Extraire la racine cube du polynôme 
17a' — 54a'i + SCni' — 8i'. 

Je commence par ordonner cette quantité relativemeSl* 
à lu lettre a ; ensuite je fais l'ojïération désirée , comme iï 1 
I est indiqué dans le tableau suivant, et comme je l'explique 
I dans le discours qui accompagne ce tableau. ' 

Cube suppose. r racliip cube. 

27a' — 5^a'b + 3Gai' — S6' ,J Za — 'J> 

-aya' I '^' " 

." «•" — S^a'b + 56a.b' — ëb' , 
■+■ a^a'b — 56ni' + 86' 



' J'extrais la racine cube du premier terme aya' ; 
Est 3a que j'écrisi Ensuite ;, après avoir formé le cubeM 
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cett6 partie^ et après l'avoir place ^ avec un signe contraire, 
sous le polynôme proposé , je fais la réduction ; ce qui me 
donne pour premier reste — S^a^b -H 36aft' — 8t^# 

2." Je fais le quarré de la partie 5a,jBt je le triple ; ce qui 
me donne aya', quantité par laquelle je divise le premier 
terme — 54^'fe du premier reste ; il vient au quotient — zb, 
que j'écris à la racine. Ensuite, je fais premièrement le 
produit de zya^ par — zb; il est — S^a^'b : secondement, 
le produit du triple du quarré de — zb par 3a; il est 
-f-36ai' : troisièmement, le cube de — 2b; il est — 8b^. Puis 
ajant écrit la somme de ces trois produits , avec des signes 
contraires , sous le premier reste , je fais la réduction ; il 
ne reste rien. D'oii je conclus que la racine cube exacte de 
la quantité proposée est 5a — 2b. 

On ne peut pas mettre ici le double signe ± au-devant 
de la racine, comme pour la racine quarrée. 

11 5. Exemple II. Extraire la racine cube du polynôme 
uqa^ — ^a'b 4- 36aè' — 8i' -4- ^qa'c — 56abc -h izb^'c H- 
9ac' — 6èc' -*- c'. 

Ayant ordonné ce polynôme par rapport k a , l'opéra- 
tion se fait comme on le voit dans le tableau suivant : 

Cube supposé. /" racine cube. 

faya' — S^a^b -H 56ab^ — 8ft' 1 Za — ab-hc 

-4- Z'ja^c — 36a6c H- izb^c I 

-H gac" — 6te'-i-cM 2ja^ 
— 27a' / 



•• ,1 

• reste \ 



— S^a^'b -h 36/z6' — 8b^ ^ ^aya* — 56ab -+- 12b' 
-*- zja^'c — 36abc -h izb^'c 

-f- gac' — 6&c' -f- c% 
54a"ft — 56ab' r4- 8b^ 



(-+- 2ja*c — 36aftc + i2b*c 

2.*' reste ^ H- QûC* — 6bc* -h C^ , 

— 27«'c 4- 56abc — i2b'€ 

— g^c* -f- 6Ac* — c^ 



3.« 
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Les deux premiers termes tle la racine se trouvent par 
lin calcul qui est exactement le même que celui de V 
leprécédent. Mais pour épargner tout embarras aux com- 
lençants, je vais faire ici l'opération en son entier. 

." J'extrais la racine cuLe du premier terme aya'; elli 
it 3o, que j'écris. J'en fais le cube, etjYcriscecube, avei 
un signe contraire, sousle polynôme; et la réduction étant 
faite, j'ai le premier reste écrit ci-dessus. 

2. "Je fais le -quarré de 5a, et je le triple; ce qi 
âonne sqa' , qu,aiitil:t; par laquelle je divise le premier 
540'i du premier reste; le quotient est — aZ- que 
yécris Â ta suite de 5n. Je fais trois produits ; savoir, pre- 
mièrement, celui de ayn' par — zb : secondement, celui 
du triple du quarré de — aé par 3a : troisièmement, le 
cube de — o-b. Ces trois quantités étant ajourées ensemble, 
j'écris la somme , avec des signes contraires, sous le pre- 
mier reste ; et je fais la réduction. De toutes ces opération» 
résulte le second reste qu'on voit ci-dessus. 

Je considère la partie 3a — zA comme ne formant 
n'un même tout ; j'en fais le quarré, et Je le triple ; ce qui 
e donne 27^° — 5Cai 4- lai'. Par le premier terme ayn* 
de cette quantité, je divise le premier terme z-ja'c du se- 
cond reste ; le quotient est + c, que j'écris à la suite de la 
première partie {5a — z/j) de la racine. Ensuite je fais trois 
produits; savoir, premièrement, celui de aya' — 36a6 — 
lai", par c; secondement, celui du triple du quarré de e> 
par Sa — 2.Ù; iroisièmenient, le cube de c. Et après avoir 
écrit la somme de ces trois quantités, avec des signes c 
traires , sous le second reste , je fais la réduction , et j'ai o 
pour reste. Par conséquent la racine exacte du polynôme 
proposé est 3a — ai. + c. 

1 1 6. Schoîie général. En décomposant toujours les puis- 
sances dans ua ordre opposé à celui suivant lequel nou* 
ivons vu (107) qu'elles se forment, on pourroit établir de» 
règles particulières pour extraire la racine quatrième, cin- 
quième , sixième , etc. , d'une quantité complexe ; mais je 
ne pousserai pas plus loin ces détails qui n'ont d'autre d|5î 
Ëculté que la longueur des calculs. 
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Il arrive souvent qu'une quantité complexe dont on pro* 
pose d'extraire une racine n'est pas une puissance parfaite 
de cette racine; alors l'extraction de la racine ne peut se 
faire que par approximation , au moyen des suites infinies. 
Ces suites, qu'on pourroit former par les principes pté- 
cédents, se trouvent beaucoup plus facilement par la /br- 
mule du binôme , que j'expliquerai ci-dessous (chap. IX). 



CHAPITRE VIII. 

Des éfjuaiiojis en général ^ et de celles du premier 

degré en particulier, 

m 

117. fei deux quantités, simples ou composées, sont 
égales entre elles , l'expression symbolique d'une telle 
égalité est ce qu'on appelle une équation. Par exemple ^ 
l'expression g 4- 3 1= 7 H- 5 est une équation. De même , 
a-h b=.c-h d , x''-{-bx = cdy sont des équations. Les 
deux .parties de l'équation séparées par le signe = en 
sont appelées les membres. Chaque membre peut être 
composé d'un ou de plusieurs termes. 

118. Les équations servent à exprimer d'une manière 
abrégée les raisonnements qu'on est obligé de faire pour 
résoudre une question; elles en sont, pour ainsi dire, 
la traduction algébrique. Or, parmi les quantités que 
l'on compare ainsi ensemble, les unes sont connues , les 
autres inconnues. Ordinairement on représente les pre- 
mières par les premières lettres a^b ^c , d , etc. de l'al- 
phabet, et les secondes, par les dernières lettres t^ a^ , 
y, z; mais cela est arbitraire. On fait d'ailleurs exacte- 
ment les mêmes opérations de calcul sur les unes et sur 
les autres. L'objet final d'une équation qui contient une 
inconnue est toujours de faire connoître cette quantité, 
ou, comme on dit, de dégager Vinconnue. Cet art s'ap- 
pelle encore la résolution des équations* 
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119. On distingue deux sortes de problèmes; les pro- 
blèmes déterminés , et les problèmes indéterminés. Le» 
premiers sont ceux dont les conditions exprimées en lan- 
gage algébrique mène à une équation finale qui ne con- 
tient qu'une seule inconnue; et cette équation s'appelle 
en conséquence équation déterminée. Les problèmes in- 
déterminés mènent à une équation qui contient plusieurs 
inconnues^ et qui s'appelle équation indéterminée. 

1^0. Les équations déterminées ou indéterminées sont 
de différents degrés, c'est-à-dire, du- premier degré, ou 
du second, ou du troisième, ou du quatrième, etc. selon 
que la plus haute puissance de l'inconnue, ou de l'une 
des inconnues dans un terme, ou que le produit de plu- 
sieurs inconnues mêlées ensemble dans un terme, est 
d'une dimension^ ou de deux dimensions, ou de trois, 
ou de quatre, etc. Ainsi, x étant l'inconnue, l'équation 
ax -i- bc=^cd est du premier degré ^ parce que l'inconnue 
n'y est que d'une dimension. L'équàtioii ax* -H bcx = m^ 
H- n^ est du second degré, parce que, dans le terme ax'' , 
l'inconnue forme deux dimensions, x'* étant la même 
chose que xx. L'équation x^'\'bx'*-i-c'x=:m^ est du troi- 
sième degré , parce que le terme x^ est de trois dimen- 
sions formées de la seule inconnue x ; ainsi de suite» 
Toutes ces équations sont déterminées. Prenons pour 
exemple d'une équation indéterminée celle-ci, ax-hxy-i^ 
by=icd, dans laquelle x et ^ sont les inconnues: cette 
équation est du second degré, parce que le terme a:j^, qui 
contient le produit des deux inconnues, est de deux di- 
mensions. Les équations indéterminées ax^ -h b'xj' -f- b^jr. 
= /7^*, ax'^ -{- xy' -{- bj"" =1 li^ ^ sont du troisième degré, 
parce que, dans le terme ax^ de la première , l'inconnue 
étant élevée à la troisième puissance, forme trois dimen- 
sions, et que dans la seconde les inconnues ^ et /for- 
ment aussi trois dimensions dans le terme xj"" ; ainsi de 
suite. 

Les quantités connues et données n'entrent jamais 
pour rien dan^ l'estimation du degré d'une équation ^ 
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il se règle seulemenrd^après les inconnues^ comme nous 
venons de l'expliquer. 

121. Problême I. Résoudre une équation déterminée quel- 
conque du premier degré. 

Tout l'art de résoudre les équations déterminées du 
premier degré est de faire en sorte que Tinconnue soit 
seule dans un membre , tandis que les autres quantités , 
supposées connues , sont dans l'autre membre ; car alors 
l'inconnue est évidemment dégagée^ puisqu'elle se trouve 
égale à un résultat de quantités toutes connues. Or^ on 
parviendra toujours à ce but , soit en ajoutant à chaque 
membre , ou en retranchant de chaque membre , une 
même quantité, soit en multipliant ou en divisant chaque 
membre par une même quantité, sbit en les élevant Tun 
et l'autre à la même puissance , soit en tirant de part et 
d'autre une même racine. Il est clair que toutes ces opé- 
rations auxiliaires produisent des deux côtés du signe = 
des quantités encore égales entre elles, puisqu'on fait 
subir par là les mêmes changements aux deux membres 
de l'équation primitivement donnée. 

Par exemple^ soit l'équation x ±a=^b -i- c, dans laquelle 
tout est connu excepté a?. J'écris de part et d'autre ip a, 
afin que cette quantité détruise dt a dans le premier mem- 
bre ; alors j'ai x = 6.-4- c qi a, et l'inconnue x est dégagée. 

On voit par cet exemple que si on retranche de chaque 
membre de l'équation, ou qu'on ajoute à chaque mem- 
bre, une même grandeur qui se trouve dans l'un d'eux, 
cette grandeur disparoît du membre oii elle est, pour se 
reproduire dans l'autre membre avec un signe contraire : 
c'est ce qui est arrivé à d: a, lorsque de l'équation 
X ± a= h -^ c on .a tiré jc = Z> -h c qi a. On appelle cela 
transposer un terme \ opération d'un fréqvient usage. 

oc li d 

Soit l'équation 1 = — . La première chose que je 

dois faire pour parvenir à dégager l'inconnue x , est de 
la débarrasser du diviseur a qui l'affecte. Or, pour cela, 
|e multiplie tous les termes de l'équation par a, ce qui ne 
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détruit pas l'égalité du premier membre avec le second , 
et ce qui me donne x H ;= — . Ensuite je transpose le 

ab ., . ad ah 

terme — • et 1 ai a? = . 

c e c 

Il en seroit de même si le diviseur de x ëtoit complexe^ 
comme, par exemple , si on avoit Téquation h 

h f 

— = — . D'abord, en indiquant simplement la multipli- 

cation de tous les termes de Téquation par le diviseur 

. hÇa-tb — c) /(a-f-ô — r) 
a -H ù — c , on auroit x H — 



£nsuite, en transposant le terme -: ^ —, il vien- 

"I . f(a^b — c) A(a-|-ô — e) ,. ^ /»« 

droit X = --^ ^ • oubienreneffec- 
rn g 

tuant les multiplications indiquées), x=^ ■ 

m 

ah+bh — ch ,. / 'j • i i 
, ou bien encore ( en réduisant les deux 

fractions au même dénominateur ), a? = ^^ — ^ ^^ . 

gm 

Cahm H- hhm — chm \ 
— 1 , OU enfin 
gm y 

"fg'^kfg — ^f§ — ahm — bhm-^-chm 

gm 

Soit l'équation ^ ■+- ~-=l~ -+- -^. Je fais disparoitre 

b d f m, * 

les fractions , en multipliant successivement chaque terme 

par chaque dénominateur b , d, f, m. Par là, j'ai premiè- 

h*c bex h^ff - , 

rement, ax + -— - = —2:- h ^; secondement, adx-\- 

d f m 

b'czz: — -r-H C; troisièmement, ad/x H- b*c/=:bdex 

j m "^ 

H ^; quatrièmement, adfmx'{-b*cfmr=zbdemx'{-b^dfg. 

Etant parvenu à ce dernier résultat, je mets dans le pr 
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miermembretous les termes qui contiennent^^ et tous les 
autres dans le second. Cela se fait en transposant les deux 
termes b^cfm et bdemx. J'ai donc ainsi ^ adfmx — hdemx 
•=.h*d/g — b^cfni^ ou hien x(adffn — bdeïn):=Lb^dfg — b'cfm. 
Maintenant^ en divisant tout parla quantité a^/» — *bdeur, 
qui multiplie x y j'aurai l'inconnue x toute seule dans le 

t h^dfg — b^cfm 

premier membre^ en cette sorte : a? = — -7, — — . 

aujin — bdem 
Si on avoit une équation de cette espèce , v'x -h \/c= 
i/[7?n-«] ; en transposant d'abord {/c, on auroit \/x=:^ 
|/[7?»-+-/î] — j/c. Ensuite, élevant tout au quarré, on slu.-- 
roitx=(ï/[7»4-/i] — ï/c)'. 

Tels sont les principes généraux d'après lesquels on 
résoudra facilement dans tous les cas une équation quel- 
conque du premier degré. Je vais maintenant appliquer 
ces principes à la solution de différents problèmes parti- 
culiers, qui contiendront un plus ample développement 
des règles précédentes. 

122. Problème II. Tromper un nombre qui, étant ajouté 
à sa moitié et à son tiers , donne 110 pour somme. 

Traduisons cette question en langage algébrique. Soit 
X le nombre cherché : sa moitié sera — , et son tiers, -77. 

Ajoutant ces trois quantités ensemble , on aura pour 

oc oc 

somme, a; + h -^. Or, par hypothèse, cette somme doit 

2 • o 

X oc 
être égale à 1.10. On aura donc l'équation, a: -h ^^ — h ^ 

= HO. 

Pour parvenir à dégager l'inconnue x, je fais disparoître 
les fractions, en multipliant successivement tous les ter- 
mes parles dénominateurs 2, et 3. Je trouve ainsi d'abord , 

U X -^ X -¥ —r- = 220, puis 6a: -f- 3a? -h 20; = 660, ou bien, 

ixa; = 66o. Divisant tout par 11 , j'aurai a; = 60. En effet, 
ign ajoutant à 60 sa nioiti^ 3o e\ §on tiers 20, on aura 1 lo 
pour somme. 
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123. Problème lll..Quel âge a\fons-nous Vuu et Vautre? 
demande un fils à son père. Le père répond : Votre âge est 
actuellement le tiers du mien , et il y a six ans qu'il en étoit 
le quart : trou^^ez Vage de chacun. 

Soit, en prenant Tannée pour unité, x l'âge actuel du 

ce 

père; l'âge actuel du fils sera—. Il y a six ans que l'Age du 
père étoit x — 6, et que par conséquent l'âge du fils étoit 
-^ 6. Or, (hypO l'âge du père étoit alors quadruple de 

celui du fils. Ainsi, onaTéquation, x — 6=4 (~^ 6}, 

A. TJ 

OU bien, x — 6 = -^ ^4' Multipliant tout par 3, pour 

faire disparoître la fraction, on aura 3x — 18 = 4^ — 73, 
ou bien, (en transposant les deux termes 3a: et — 7^), 
72 — 18 = 4^ — Zx, c'est-à-dire, 54 = x. Ainsi, le père 
a actuellement 64 ans, et le fils 18 ans. 

124. Problème IV. Un oui^rier s'est engagé pour 60 Jours , 
à condition qu'on lui donneroit i5 sous chaque jour qu'il 
trai^ailleroit , et qu'il donneroit 5 sous chaque Jour qu'il ne 
irai^ailleroit point : au bout de 60 Jours , il reçoit 24*^ ; com'-' 
lien de Jours a^t-il trai^aillé ? 

Soit X le nombre cherché de jours ; et par conséquent 
Go — X , le nombre de jours que l'ouvrier n'a pas travaillé. 
En exprimant en livres le gain et la perte , il est clair que 
comme i5 sous sont les trois quarts d'une livre, et 5 sous 
le quart ; le gain que fait l'ouvrier pendant le nombre de 
jours a; est j à:, et que la perte qu'il fait pendant le nombre 
de jours (60 —a?) est 7 (60 — x). Or, (hyp.), le gain moins 
l:i perte est 24^. Aiwsi on a l'équation, ^ x — j{^o — x) 
= 24, ou bien^x — 1 5 H- 70:^=24, ou bien a; — 15 = 24. 
Donc , en transposant — i5, on aura x = Sg. L'ouvrier 
a donc travaillé Sg jours, et il a été 21 jours sans rien 
faire. 

125. Problème V. Deux courriers partent d'un même li^' 
10 heures l'un après l'autre; le premier fait 9 lieues 

Algèbre, 14 
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heures , et le second 7 lieues en a heures : on demande aU 
bout de quel temps le second joindra le premier. 

Soit, en prenant l'heure pour unité, t le nombre d'heu- 
res que le second courrier a marché depuis le moment 
de son départ jusqu'à celui où il atteint le premier. Il est 
évident que le nombre d'heures que le premier courrier a 
marché depuis le moment de son départ jusqu'à celui où 
il est atteint par le second , sera ^ -h 10. D'un autre côté, 
puisque le premier courrier fait 9 lieues en 4 heures, et que 
le second fait 7 lieues en 2, heures , si Ton fait ces deux pro- 
portions , 

i." 4 : /-H 10 :: çlicuès : un quatrième terme, 
2.* 2 : / :: 7 lieues : un quatrième terme, 

.1 9(^+10) 7/ 
les deux quatrièmes termes -^ , • — , exprimeront 

4 ^ 

évidemment les nombres de lieues parcourues par les deux 

courriers. Or, comme les deux courriers partent d'un même 

lieu et vont dans le même sens , ils parcourent des espaces 

égaux depuis le point de départ jusqu'au point de rencontré . 

D où il suit qu on aura i équation , -^— = -^-^ , ou 

2 4 

bien 14^= 9^ -h 90 ; c'est-à-dire , t=. -— = 18. Ainsi le 

5 

second courrier 18 heures après son départ joindra le pre- 
mier. 

Si on veut connoître le nombre de lieues que chacun des 
courriers a faites lorsqu'ils se rencontrent, on le trouvera 
en considérant que, puisque le second Courier fait 7 lieues 
en 2 heures, il aura fait en 18 heures, 7 X 18 lieues, c'est- 
à-dire , 63 lieues. Ainsi le point de rencontre est distant 
du point de départ de 63 lieues. 

126. Problême VI. Supposons m^aîntenant y pour proposer 
la même question plus généralement, que les deux courriers 
ne partent pas du même lieu , mais que le premier parte dhin 
lieu plus aisance vers le but où ils tendent Vun et Vautre , 
d'un nombre de lieues exprimé par a ; qu'il parte avaiit le 
second un nombre d^heures exprimé par h; que le premier 
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fasse le nombre m de lieues pendant le nombre n d^heures ^ 
et le second , le nombre p de lieues pendant le nombre q 
d^ fleures : on demande au bout de quel temps le second join- 
dra le premier. 

Soit t le nombre d'heures que le second courrier a mar- 
ché depuis le moment de son départ jusqu'à celui où il at- 
teint le premier. Puisque le premier courrier part avant le 
second , un nombre d'heures exprimé par h ^ il est clair que 
t -\- h exprimera le temps que marche le premier courrier 
avant que d'être atteint par le second. De plus^ en faisant 
ces deux proportions^ 

t." « : z» : : ^-h A : un quatrième terme > 
2.* if \ p w t\\x\\ quatrième tenue; 

, j .- ^ m (/-h h) pu 

les deux quatrièmes termes — , — , exprimeront 

les espaces parcourus par le premier et le second courrier, 
depuis les points de leurs départs jusqu'au point où ils se 
rencontrent. Or^ comme le premier courrier a le chemin 

a d'avance sur le second^ il est clair que l'espace -^ par- 
couru par le second courrier doit être égal à la somme faitô 

, , , 1 11 nift -^ h) 11»/ 

de la distance « et de 1 espace — ^ : on aura donc 1 e- 

n 

pt m(t-\-h) ,. pt mt + 17111 

auation - — = /z H ^ , ou bien — = a -f- ♦ 

^ q n q n 

Faisons disparoître les fractions ; nous aurons d'abord, 

pf=iqa -+ ^ 2! — . puis npt = qan 4- qmt -*- qmh» 

Mettons dans un même membre tous les termes où l'incon- 
nue t se trouve ^ et tous les autres dans l'autre membre ; 
nous aurons npt — qmt = qan -h qmJi , ou bien t (np — qm) 
= qan -4- qinh. Divisant tout par np — qm, on aura t = 

qan ■+• qrnh 
' -. 

np — qm 

Cette équation est une formule générale dans laquelle 
il ne s'agira plus que de substituer à la place des quantité* 
a^ h, m ,n^p,q, leurs valeurs numériques, pour fl 
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les solutions de toutes les questions particulières qu^on 
j)eut proposer sur ce sujet. Par exemple , pour tirer de 
celte formule la solution de la question précédeuie^ il 
faudra supposer que la quantité a devient nulle ou z'-ro 
(ce qui s'exprime ainsi ^ û = o); /t=io heures; 7n^=. 
9 lieues ; /i=4 heures ; ^ = 7 lieues; ^ rrr 2 heures. Alors 
on aura qan = o ; qmh = 2X9X10= i8o ; «/^ = 4 X 7 

= 28; i/m:=:2 X 9 == 18. Par conséquent t = -^ -^ 

=;: 18, comme ci-dessus. 

Si on veut avoir les expressions générales des espaces 
que les deux courriers parcourent depuis leurs points de 
départs jusqu'au point de rencontre, on observera que 

Fespace parcouru par le premier courrier étant — ^ , 

et l'espace parcouru par le second étant — ; si Ton met 

ean -h <;/*//» 

dans ces expressions , pour r sa valeur-t , on trou- 

/2jD — qm 

, qttm -+- phm , 

vera que le premier espace = -2 ^ ^ et que le se- 

pan H- phm 

cond = • 

np — gm 

Dans rh}'pothèse du problème précédent^ on a c = o, 
/i= 10 heures, 7^ = 9 lieues, 11=: 4 heures, p^=^r Jieues, 
i/ = a heures. Substituant ces valeurs dans les expressions 
générales que nous venons de trouver pour les esjiaces, 
ces expressions se réduiront Tune et l'autre à 63 ; en sorte 
que les deux courriers auront fait chacun 63 lieues lors- 
qu'ils se rencontreront. 

127. Remarque. Nous avons résolu les questions préctî- 
dentes, sans employer, pour en exprimer les conditions, 
plus d'une inconnue. Mais souvent on a besoin, ou du 
moins il est plus commode d'employer plusieurs incon- 
iiues. Alors on forme , s'il est possible , autant d'équation-^ 
qu'il y a d'inconnues; ces équations combinées ensemble 
servent à chasser ou à élimir^er successivement toutes les 
inconnues moins une ; et on parvient à une équation 
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finale qui ne contient plus qu'une inconnue, et qui se ré- 
sout comme nous Tavons expliqué. Des exemples vont faire 
entendre cela clairement. 

1 28. Problème VIL Tromper deux nombres dont la somme 
soie a, et la différence d. 

Soient X le plus grand des deux nombres cherchés, ^le 
plus petit. On aura, suivant les conditions du problème^ 
les deux équations , x -^^ y^=^a ^ x — y"=zd. 

Tirons de chacune d'elles la valeur de l'une des incon- 
nues ; de j^ par exemple. La première donnera y == a — x\ 
la seconde, j^=a: — d. Or,y=jr, Par conséquent on aura 
aussi , a — x := x — d, équation qui ne contient plus que 

la seule inconnue x, et de laquelle on tire^ x = . 

Mettons cette valeur de x dans l'une des équations pri- 
mordiales, par exemple dans l'équation j^ = a — x; nous 

(a -H d'\ a — *d 
)= • 

Il est évident qu'on auroit trouvé pour^la même va- 
leur en mettant pour x sa valeur dans l'autre équation 
primordial^ =^ x — d , puisque les deux quantités a — x 
et X — d sont égales entre elles. 

Ces valeurs de x et dey font voir quen général le plus 
grand des deux nombres est égal à la moitié de leur somme, 
plus la moitié de leur différence ; et que le plus petit est égal 
à la moitié de leur somme, moins la moitié de leur diffé^ 
renée* 

Supposons , par exemple , que la somme a soit 60 , et que 
la différence d soit 12 ; on aura ;»? = 36 ,^ = 24» 

129. Remarque. La méthode que nous venons d em- 
ployer pour dégager les deux inconnues x eX. y est géné- 
rale; mais on peut souvent parvenir au même but d'une 
manière plus abrégée, soit en ajoutant ensemble les équa- 
tions^ soit en retranchant l'une de l'autre. Ainsi, par 
exemple, ayant les deux équations X'\ry^=^a, x — y = d ; 
si on les ajoute ensemble, on aura tout d'un coup, 20?= 
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a -¥ dy ou :i: = ; et si l'on retranche la seconde à% 

2 

la première^ on aura ay = a — d, ou jk = . 

i3o. Problème VIII. Faire , ai^ec deux matières dont on 
connoit les poids sous un Tnéme volume (i) donné , un corps 
dont le poids et le volume soient donnés * 

Nommons m^ le volume du corps mixte, p son poids^ q 
et r respectivement ce que pèsent les deux matières com- 
posantes, sous le même volume n; x et y le^ volumes de 
ces matières, qui forment le volume m. On aura d'abord 
Téquation, x +^ =7». De plus, puisque q est le poids du 
volume n de la première matière, et r le poids du volume 
égal n de la seconde; il est clair, 1.° que le poids du vo- 
lume X sera le quatrième terme d'une proportion dont 77, 
ijy Xj sont les trois premiers, et que par conséquent ce poids 

sera exprimé par --^ — ; 2.® que pareillement le poids du 



71 

n 
qx^ ry^ 

n ^ n 

q.v ry 



rY 
volume j^ sera exprimé par -^. Or, (byp.) la somme des 

deux poids -^ , — , doit être égale à p. Ainsi on aura 



cette seconde équation, -^ h — '— z=ip. 

71 n 

Tirons de chacune de ces deux équations la valeur 
d'une même inconnue, par exemple, dej^* La première 

donneur = m — a?; la secondé^ =— i- — ^. Or, jk=^« 

Donc on aura l'équation m — x^=- -^ ^ , qui ne con- 
tient plus que la seule inconnue x. Multipliant tout par r, 
on aura mr -^ rx =z pn — qx; transposant , il vient mr — 
puziz-rx — qxy ou mr — /?/^z= x (r — ^).Donc, (en divi- 
sant tout par r — ^ ) , a: = V^^'^P^\ , Mettons cette valeur 
* r — q 

Cî) On appelle volume d'un corps l'espace que ce corps occupe, 
, l»*eit-à diroyie.aombre de pieds cubes, ou de pouces cubes , etc. , qui 

apparente. 
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'de oc dans l'une des équations primordiales^ par exemple^ 
dans réquationj'^: j» — x, nous aurons j^ =w — f -* — —j 

Pour faire une application de ces valeurs générales de x 
et dey, supposons que le corps mixte soit composé d'or 
et d'argent ; que son volume soit de 3 pouces cubes , son 
poids de 3o onces; le poids du pouce cube d'or, de laf 
onces; celui du pouce cube d'argent, de 6 f onces. On 
aura donc 772 = 3 pouces cubes ;p = 3o onces ; « = 1 pouce 
cube ; g^= 12^ onces = ~ onces ; r = 6 j onces = ~ on- 
ces. Substituant ces valeurs dans les équations générales ^ 

œ = ^—9 y = ^ ; elles deviendront a; = 77, 

^ = Ij. Par conséquent le mixte contiendra 7^ pouces cu- 
bes d'or, et ~ pouces cubes d'argent. 

« 

i3i. Remarque. Nous aurions pu dégager nos deux in- 
connues ce etj, par le moyen indiqué (129), rhais cela au- 
roit demandé une préparation qu'il est bon d'expliquer 
ici : on imitera le même procédé dans les autres cas. 

Ayant d'abord trouvéles deux équations fondamentales^ 

Qic -{- ry , , 

X -h y = m, et ^ z=zp ^ ou bien qx -h ry= np; si 

l'on veut commencer par éliminer jr, on multipliera tous 
les termes de la première par r, afin d'avoir dans les deux 
équations un terme commun ry* Par ce moyen, elle de- 
viendra rx-{-ryz=z rm, dont retranchant, membre à mem- 
bre, la seconde équation qx -i-ry^inp, il vient rx — qx^= 

rrn ^ Tip 
mr — np y ou x{r — q)-=irm — /2^,ouennn a:==— -• 

Si on veut éliminer ^ par le même moyen, on multi- 
pliera par q tous les termes de l'équation x -\- y ^=^ ^n , et 
on aura qx -¥ qy'=^ qm, dont retranchant l'équation qx 
■^- ryzzznp y il vient qy — /y = qm — np ^ 0\x JT {r — q) 
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133. Problème IX. Trois joueurs ont fait des gains tels que 
la somme du premier gain et de la moitié des deux autres 
est a ; In somms du second et du tiers^s deux autres est h ; 
la somjne du troisième et du quart des deux autres est c ; on 
demande quel est le gain de chaque joueur. 

Soient ^ ^ y , z, les trois gains cherchés. On aura , sui- 
vant les conditions du problème^ x -f- •= a , y -^^ 

— - — = ^ 2 H = c. J e tire de chacune de ces trois 

équations une valeur de z, et j'ai, z = 2a — 2.x — y, z=z 

3ft — Zy — X y z = '^ ^. Egalant la première va- 

4 
leur de 2 à la seconde et à la troisième. Je forme les deux 

équations, 2a — aa?»— y = 3è — 3y — x ^ 2a — 2x — j •=: 
-i ^ , qui ne contiennent plus que deux inconnues 

X et y» Tirons de chacune d'elles la valeur de j". La pre- 

., , 33 — 2,a-\-x -. , 80—7^ — Ac 
mière donne ,^= ; la seconde, j^ = r ^ . 

... 1,, . 3/^-— 2a -h a: ^a — nx — 4c 

Ainsi on aura 1 équation = ^_ , qui 

2 o 

ne contient que la seule inconnue a:, et de laquelle on tire, 

22a— 8e — qh 

Mettons cette valeur de ar dans réquationj^= ^ ; 

2 

%\h — 6a — Afi 
nous trouverons v = — — — -^• 

Enfin, mettons les valeurs de ar et de jr dans l'équation 

20c — 3/>— 4 a 
z'=.2a — 2x — v ; nous trouverons z = . 

. 17 

Les trois gains x,j,z, sont donc exprimés en quantités 

toutes connues, et sont par conséquent connus. 

Supposons, pour faire une première application de ces 
formules , « = 4^^ = 3, c=^ 2. On trouvera x =^ —^j 
= 7^, z = ~. Le premier gain sera donc exprimé par la 
fraction 77^ le second par la fraction —, et le troisième par 



AI. GERRE CHAP. VII T. Sty 

la fraction 4f- Ces fractions expriment des parties d'écii , 
ou délivre^ ou de sou^ etc. , selon qu'on prend pour unité^ 
reçu, ou la livre, o^ le sou , etc. 

Pour second exemple , supposons a=i, i = 2,c=:3. 
On trouvera œ=- — -^^^^^ = ^,2 = —. En ce cas, la va- 
leur de X étant négative, cela signifie (19) qu'il faut pren- 
dre X- dans un sens opposé à celui qu'on lui a attribué dans 
le procédé du calcul. Ainsi, au lieu de supposer que le pre- 
mier joueur a fait un gain , il faut supposer qu'il a fait une 
j?erte. Cette perte est exprimée par f^, tandis que les gains 
des' deux autres joueurs sont exprimés respectivement par 
fy et 77. En effet , une perte de ~ et la moitié de la somme 
des deux^ains |^, 77 , ne font que 1 de gain effectif, comme 

cela doit être en vertu de la première équation x H 

^=: a, ou X -{- ' ^ = 1. On prouvera de même que les 

conditions des deux autres équations ,j«r h --^zzz6=za, 

z H '— 1= c = 3, sont remplies par les valeurs 37 = 

4 

i7 > y 77 > -^ 77* 

Si, en établissant les équations fondamentales du pro- 
blême, au lieu de supposer que ^ , y y z, expriment trois 
gains, ou trois quamités de même genre que a^h y c, on 
avoit supposé que x exprime une' perte, tandis que j^ et z 
expriment des gains ou des quantités de même genre que 
û, ^, c; il est évident qu'on auroit eu les trois équations 



— ^1 7=ia, H ' — z=:ibyZ-\-- z=c;dou 

2 04 

„ . 8<?-f-Q^>' — 22a 2lZ> 6<2 AC 

1 on tire , x = ^ * y = -^ , z^=' 

20c — 00 — ^a 

• — — — • 

Alors, en supposant a=:i,Zr=:2,c=:3, on trouve- 
roit ar = ~ , j^ =r fi , z = —. La valeur de ar se produit 
maintenant sous une forme positive, parce qu'en établis- 
sant les équations générales , on a supposé que x exprimoic 
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une perte^ et qu'on a achevé le calcul conséquemment à 
cette supposition. Mais si on vouloit se servir de ces mêmes 
équations pour résoudre le cas où Ton auroit û=4_, Z>zz: 3, 
c=a, on trouveroit, a? = — ^ ,y =T7> -2 = ^. La va- 
leur de X est maintenant négative ; et cela signifie que or 
doit être prise dans un sens contraire à celui qu'on lui a 
attribué dans les nouvelles équations^ c'est-à-dire, que 
cette quantité doit être regardée comme un gain, et non 
pas comme une perte. 

i33. Scholie I. La remarque que nous venons de faire 
sur la manière dont les inconnues doivent être envisa- 
gées, selon qu'elles se présentent avec le signe -f-, ou avec 
le signe — , n'est pas particulière à l'exemple qui l'a fait 
naître ; elle est vraie généralement. Voici donc une ma- 
xime universelle et très - importante dans l'algèbre. Lors- 
que vous avez une question à résoudre , et que par l'é- 
noncé de ses termes^ vous ne voyez pas si la quantité que 
vous cherchez doit être positive ou négative, c'est-à-dire, 
si cette quantité doit être prise ou dans le sens de celles 
qui sont regardées comme positives, ou dans le sens de 
celles qui sont regardées comme négatives, ne vous en 
mettez pas en peine ; regardez l'inconnue comme posi- 
tive , et achevez toutes les parties de votre calcul consé- 
quemment à cette supposition : si daiis l'équation finale 
la valeur de l'inconnue est positive , cela fait voir que 
votre supposition étoit légitime y si au contraire la valeur 
de l'inconnue est négative , cela signifie que l'inconnue 
doit être prise dans un sens contraire à celui que vous 
lui avez attribué dans le procédé du calcul. Le même rai- 
sonnement auroit lieu dans un ordre inverse , si l'on avoit 
regardé l'inconnue comme négative. Le calcul redresse 
dans tous les cas les fausses suppositions qu'on peut avoir 
faites en établissant ses éléments j et c'est là un des plus 
précieux avantages de l'algèbre. 

134. Scholie 11. Il en est, au même égard , des quantités 
connues comme des inconnues. Si dans les applications 
jpvticuUère» qu'on peut faire d'une équation qui exprime 
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généralement les conditions d'un problème^ on regarde 

comme i^égatives des quantités connues a y b, c, etc., qui 

ont été regardées comme positives dans le calcul , cela 

signifiera que ces quantités doivent être prises dans des 

sens contraires à ceux qu'on leur a d'abord attribués. 

Reprenons, par exemple, le problême de l'article 126, 

et voyons comment on peut tirer de l'équation générale 

qan-^qmh ,., « • i i *• j 

f=LJ- L qu il nous a lournie, la solution du pro- 

np — qui ^ ^ 

blême suivant : Deux courriers qui vont à la rencontre Vun 
de raut^e parient Vun de Paris ^ l'autre de Lyon ; le courrier 
de Paris Jait 3 lieues en 1 heure , celui du Lyon 2, lieues en 
en 1 heure : on demande au bout de quel temps ils se ren" 
contreront , en supposant que le courrier de Lyon parte 6 
heures aidant celui de Paris , et que V intervalle de chemin 
compris entre Paris et Lyon soit de 100 lieues. 

Regardons le courrier de Paris' comme le premier, et 
celui de Lyon comme le second. D'abord la lettre a, que 
nous avons prise dans l'article 126 pour représenter la 
distance des points de départ des deux couriers , nous 
représentera ici la distance de Paris à Lyon. Ainsi nous 
avons a = 100 lieues. Le temps t que marche le second 
courrier ^tant pris positivement, on doit prendre A néga- 
tivement, parce que dans la solution générale on a sup- 
posé que le premier courrier partoit le premier , au lieu 
qu'ici c'est le second qui part le premier. Nous aurons 
donc h:=: — 6 heures. De même, l'espace/? que parcourt 
le second courrier pendant le temps q , étant pris positi- 
vement, l'espace m que parcourt le premier courrier pen- 
dant le temps w, doit être pris négativement, parce que 
dans la solution générale on a supposé que le premier 
•courrier s'éloignoit, au lieu qu'ici on suppose qu'il va au 
devant du second. Quant aux deux temps q etn , ils doi- 
vent être pris l'un et Tautre positivement, parce qu'ils 
s'écoulent dans le même sens pendant que les courriers 
marchent, ou que Tun peut être regardé comme faisant 
partie de l'autre. ISous aurons donc/? = 2 lieues; m.=- — -o 
lieues ; 7= 1 heure ; /x= 1 heure. Substituant toute? " 
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valeurs numériques à la place des râleurs littérales cor- 
respondantes dans la formule /=^ 2 elle de- 

* np — qm 

, - ^ iXiooXi-«-iX — 3X — 6 ioo-«-i8 ,.3 
Viendra t=— = — =: —-5^ = 

1X2 — IX — 3 2-4-3 

23 1. Ainsi le courrier de Lyon, 23 heures et j après son 

départ, rencontrera celui de Paris. 

« , pan-hpmh , . 

JL espace , parcouru par le même cour- 

np — gm 

rier depuis Lyon jusqu'au point de rencontre , sera 

r, = ^^9 c'est-à-dire • 4? lieues 7; 

iXa— IX — 3 * ' ' ^^ ' 

et par conséquent Fespace parcouru par le premier cour*- 
rier depuis Paris jusqu'au point de rencontre , sera 62 
lieues et 7. 

On peut s'assurer de la justesse de tous ces résultats, 
en résolvant directement de la manière suivante le pro- 
blème dont il est question. 

Nommons toujours t le temps que marche le courrier 
de Lyon avant que de rencontrer celui de Paris. Le cour- 
rier de Lyon, qui fait 2 lieues par heure, parcourra pen- 
dant le temps /:un espace =z2.t;le courrier de Paris, qui 
fait 3 lieues par heure ^ et qui part 6 heures après celui 
de Lyon , parcourra, pendant le temps t — 6, un espace 
=^ 3 ( t — 6 ). Or, la somme de ces deux espaces n'est autre 
chose que l'espace total compris entre Paris et Lyon. 
Ainsi on aura l'équation 2^4- 3(^ — 6) = 100; d'oi\ l'on 
tire t^=25 heures 7 , comme ci -dessus. L'espace 2C, par- 
couru par le courrier de Lyon , est par conséquent 47 
lieues 7 ; et l'espace parcouru par celui de Paris , Sa 
lieues 7. 

i35. Problème X. Deux troupeaux de bœufs qu'on lâche 
dans deux prés f étant supposés manger en des temps donnés y 
et les herbes qui y étoient au premier instant , et les herbes 
qui y croissent uniformément pendant que les bœufs pais- 
sent \ on demande combien il faudra de bœufs pour manger, 
suivaru les mêmes conditions , les herbes d*un troisième pré, 

Nommotis le nombre des bœufs du premier troupeau 



ALciBRE CHAP. VIII. 2%X 

qui mange le premier pré • , . . a, 

retendue de ce pré b, 

le temps pendant lequel toutes les herbes crues et à 

croître en sont mangées c; 

le nombre des bœufs du second troupeau qui mange 

le second pré • • . • « d, 

rétendue de ce pré e, 

le temps pendant lequel toutes les herbes en sont meLn- 

g^es /, 

le nombre inconnu des bœufs du troisième troupeau 

qui mange le troisième pré ..••• x, 

i'étendue de ce pré g, 

le temps pendant lequel les herbes en sont mangées • h. 

De plus , imaginons que chaque troupeau de bœujfs est 
partagé en deux bandes ] dont l'une mange Thei^bëcon- 
tenue au premier instant dans chaque pré, et l'autre 
mange l'herbe qui croît pendant que les bœufs paissent. 
Nommons , 
pour le 1.'" troupeau, la i/" bande . y , 

et par conséquent la seconde a — yi 

pour le 2.' troupeau ^ la i/* bande z; 

et par conséquent la seconde d — z, 

pour le 3." troupeau, la i/® bande • u, 

et par conséquent la seconde oc — u. 

Nous avons quatre inconnues, j?, y, z, u, à déterminer. 
Toutes les autres quantités^ a, b, c, d^ e^fy g, h^ sont sup- 
posées connues. 

Cela posé, i.** il est clair que les premières bandes y, z, u, 
de bœufs sont entre elles, comme les étendues des prés, 
divisées par les temps correspondants ; car il faut d'autant 
plus de bœufs pour manger une quantité constante et 
donnée d'herbe contenue dans un pré, que ce pré a plus 
d'étendue, et que le temps employé à manger la quantité 
eu question est plus court. On aurai donc ces deux pro- 
portions», j : z :: — : --, y : u :: — •' "t ^ lesquelles don- 
nent , en égalant le produit des extrêmes à celui des 
moyens , les deux équations, cejr:=:b/2, cgY^==-bhu. 

ê 
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•î," Les secondes bandes a — y, d — z, x — u, qui man- 
gent les herbes qui croissent pendant que les bœufs pais- 
$ent sont entre elles simplement comme les étendues des 
prés; Jes temps n'entrent pour rien dans ce rapport; car, 
par hypothèse ^ les herbesdont il s'agit croissent en quan- 
tités égales, en temps égaux, puisqu'elles sont mangées à 
mesure qu'elles croissent. D'où il s'ensuit que les quan- 
tités totales de ces mêmes herbes, sont proportionnelles 
aux nombres de bœufs qui les mangent ; et comme, elles 
sont aussi évidemment proportionnelles aux étendues des 
prés> on a ces deux proportions, a — y : d—-z :: b : e, 
a — y ' X — u :: h : g y lesquelles donnent les deux équa- 
tion? , «e — ey^=^hd — bz, ag — gy^=^^ bx — bu. 

Les deux premières équations donnent «s = -777- , u=: 
-^ . Mettons pour z sa valeur dans la troisième; nous trou- 

afe — hdf . cgiafe— bdf) 
yfeTonsj=z-^ —^ et par conséquent a= ^ ,^ r-, 

ce {afe— bdf) 
hflfi~ce) • . 
Mettons les valeurs de ^ et de w dans la quatrième 
équation, ag — gy^^^ ^-^ — ^^ 5 nous trouverons 

» . acefg -+• bdfgli — acegh — hcdfg 
^~'~ bh{fe^ac) ' 

aceg{ f'-h)-{-i^dfg{h — c ) 

ou bien x 1= , , . .. r — . 

behU—c) 

Supposons, par exemple, que le premier pré ait 4 ar- 
pents (1) d'étendue, le second 5, le troisième 6; qu'il 
faille 8 bœufs pour manger en 7 semaines les herbes du 
premier, 9 bœufs pour manger en 8 semaines les herbes 
du second , et que les herbes du troisième pré doivent 
être Afiangées en 12 semaines; nous aurons, conséqueni- 

ment à ces suppositions, £ï = 8, ^ = 4* <^^=^7^ ^^=9; ^=5, 

j _. I I — -* 

(t) L'àrpent, suivant Toi doiinance de 1669 pour les eaux et forêts , 
avoit 100 perches de longueur sur i perche de largeur , la perche étant 
supposée de 22 pieds, ce qui compose une superficie de 100 perche* 
guanées, ou de 1844 1 toises q^a^'^t'cs. 
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y*=8,g'=6, A=ia. En substituant toutes ces valeurs 
dans Texpression générale de ar, on trouvera a? = 8. Ainsi 
il faudra 8 bœufs pour manger les herbes du troisième pré* 

i36. Remarque I, Quelquefois on a eti apparence au- 
tant d'équations que d*inconnues, et cependant le pro- 
blême est indéterminé. Cela arrive lorsque des conditions 
qui paroissent différentes ne sont réellement que la même 
qui se reproduit sous une autre forme. Supposons, par 
exemple, qu'on propose cette question^ Trouver deucc 
nombres tels que le quart de leur somme fasse 48 y et que la 
moitié plus le quart de leur somme fasse 144» En nommant 
X le premier nombre cherché , jk le second , on aura ces 

deux équations , ^- = 48^ (i.^-±)(a:^-JJr) = 144. La 

4 
première donne ^=: 192 — y, et la seconde donne égale- 
ment 07=192 — y. Ces deux valeurs de x sont les mêmes. 
Par conséquent la question n'a réellement qu'une seule 
condition , et ne fournit réellement qu'une seule équa- 
tion. En effet , avec un peu d'attention on s'aper- 
çoit qu'en disant que le quart de {x-^y) est 48, c'est 
dire, en d'autres termes, que la moitié plus le quart, ou 
les trois quarts de {x-^-y) , sont le triple de 48, ou»bien 
144* Dans ces sortes de cas, le calcul fait connoître de 
lui-même si les conditions exprimées sont réellement dif- 
férentes ou reviennent au même. Car, si elles sont diffé- 
rentes, il donne des équations différentes pour une même 
inconnue ; si elles sont les mêmes, il donne des équations 
identiques pour une même inconnue, comme dans l'exem- 
ple précédent, où l'on est parvenu à ces deux équations 
identiques, orrzziga — y , o?=i92 — y. 

iSy. Remarque II. Au contraire, les conditions d'une 
question donnent quelquefois plus d'équations qu'on n'a 
d'inconnues à déterminer. Alors , pour que la question 
soit possible, et ne renferme aucune absurdité, il faut 
que les quantités connues aient entre elles une relation 
telle que toutes les équations puissent avoir lieu à-la-f 
Par exemple, supposons que les conditions d'unprobl^ 



I 



.^ s K V. O \ l> E PAR T ! f*. 

■ . ..li^OÀ Al^r«brtij»«emeiit, nous donnent ces trois équa- 
.»-•*> ^t^^** =c, dx-he)r=zg, hx—rny=zn; les 
laactte* il, *, c, d, e,f,g^ h, m, n, étant connues^ ^ et j 

Les deux premières équations^ comparées ensemble, 
, ^ ce — h/r ofr — cd 

donnent jr = ..-- — iL v = _£ — 

ae-'-^ùd ae — *ùd ' 

La première et la troisième , comparées ensemble, 

mc-^^hn hc — an 
donnent x = — - y = ~ ~-. 

nui "hbli mu "{-bh 

SI donc les conditions du problème ne renferment au- 
cune incompatibilité , il faut que les deux valeurs de x 
soient égales entre elles, et que les valeurs de j- soient 

/gales entre elles ; c'est-à-dire , il faut qu'on ait - 



ce — hfr 



ae — bd 



me -h hn ag — cd hc — an 



mu 4- bk ^ ae — bd ani -+- bh 

Ces deux dernières équations n'expriment réellement 
qu'une seule et même condition ; car lorsqu'après avoir 
égalé entre elles les deux valeurs de a: , on égale ensuite 
les deux valeurs de ^, cette seconde opération revient à 
la première, puisque les valeurs de y dépendent de celles 
de a:, ou réciproquement. En effet , les deux équations 
dont il s'agit se réduisent l'une et l'autre à celle-ci, 
hce — bgh — mag = aen — bdn -r- cdm , qui exprime par 
conséquent la relation que les quantités connues doivent 
avoir entre elles pour que la question proposée soit pos- 
sible. Si cette équation n'avoit pas lieu, la question seroit 
impossible. On trouveroit cette même équadon de condi- 
tion y si, en cherchant les valeurs de :i; et de j', on com- 
paroit la première équation primordiale avec la troi- 
sième, puis la seconde avec la troisième, au lieu de com- 
parer successivement, comme on a fait, la première avec 
les deux autres. 

i38. Rcfnarque III, Il y a des questions qui ne donnent 
pas plus d'équations que d'inconnues, et qui cependant 
tont impossibles. Le calcul fait connoxtre cette impossi- 
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biUt^; car alors, dans le résultat numérique, on trouve 
que deux nombres différents devroient être égaux'entre 
eux; ce qui est absurde. Par exemple, supposons qu'un 
problème mène 4 ces deux équations , 3« -«- 3^ = 20 ^ 

4a: -4- 6y = 3o : la première donne y = 5 — ^^ et la 

3o — 40? ^ . j 20 — 2.x 3o'-^4^ 

seconde y = — 7--^— • Onauroitdonc = — -z=- — , m 

o 3 6 

ou bien lao — lao^^go— lû^r, ou bien 120=90, ce qui 
est absurde. Le problême qui donne lieu à un tel résultat 
renferme donc des contradictions dans ses- termes, et 
n'est par conséquent susceptible d'aucune solution. 



CHAPITRE IX. 

Formule générale pour élever un binùfne à uha 

puissance quelconque* . ^ 

i5g. L/ORSQUE l'exposant de la puissance est un nombre 
entier positif, le problême n'a presque aucupe difficulté^ 
comme on va le voir; il en a davantage qu^nd l'exposant 
est un nombre fractionnaire ou négatif. J'emploierai 
pour ces derniers cas la méthode très-itigénieuse et très- 
simple que Euler a donnée {Nouu. Mém, 4o Vacadém. d% 
Pétersbourg ^ tome XIX, an^ 1774)- 

140. Problème I. Elei^er le binôme a. r^ h à la puissance 
^çiuière positive n. 

On voit qu'il s'agit de développer Texpression (a -^ bY ', 
ou de formel* un produit dans lequel a-^b entre comme 
facteur autant de fois qu'il y a d'unités dans le nombre 
entier positif n ; ce qui s'indique ainsi, (a -+- b)X(a ^ b) X 

(a ihi) • • Je suppose pour un moment, afin de 

reconnoitre sans peine la loi qui régnera dans lesdiffié^ 
rents termes de ce produit effectué ^ que. les facteu 

Algèbre. i5 
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.composants , au lieu d'être tous a -+- ft, soient a -\-b, a-hc, 
^ 4- il^ a + e, a -h/, etc. En multipliant d'abord a-hb par 
41 -H c^ et ordonnant par rapport à a, on aura^ 



A' 4- 



b 
c 



a -4- bc* 



Multipliant ce produit par a -\- d, on aura^ 



b 
c 



bc 
bd 
-h cd 



bcd. 



Multipliant ce produit par a + e^ on aura^ 



4- c 
-+- d 

-h e 



-+- bc 
-4- bd 
+ bc 
-f- cd 
-4- ce 
-4- de 



a^ + bcd 
H- bce 

-+- cde 



a -h ècrfe. 



Multipliant ce produit par a -¥/, puis le produit ré- 
sultant par a -h g, ainsi de suite ^ jusqu'à ce qu'on ait 
ëpifisé le nombre n de facteurs^ on formera le produit 
£nal : 



a"-4-J 


a*»-' -4- bc 


an-a -H icrf 


a*"3 -+- etc 


-4-c 


-^bd 


-f- ice 




-^d 


-4- ie 


^bcf 




+ e 


+ */ 


-h cd'e 




+ / 


-+- cd 


^cdf 




H-etc. 


-h ce 
H- etc. 


-hetc. 





D*où l'on voit 1.^ que le premier terme de ce produit 
contient simplement a% c'est-à-dire, la première lettre a 
élevée à la puissance n. 

a.** Que le second terme contient a**"», avec un coeffi- 
cient égal à la somme des lettres b, c, d, e, etc. ^ les- 
quelles sont au nombre de n* Donc, si toutes ces lettres 
sont égales entre elles (ce qui est le cas du problème), et 
qu'on les exprime chacuno par h^ \%, ooëflicient de a*^'* 
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S.* Que le troisième terme contient a**"*, avec un coëf- 
Bcîent égal à la somme des produits qu'on forme en mul- 
tipliant deux à deux les lettres b, c, d^ ^yfs etc. sans 
répéter plus d'une fois la même lettre. Or ( Arith. 345), 

ïe nombre de ces produits = — ^. Ainsi les lettres 

h y c, dy eyfy ttc. y dc vcnaut cgalcs , et chacune étant ex- 
primée par i. le coefficient de a^'^ sera è' X — ^^ \ 

4.** Que le quatrième terme contient a^''^ ^ avec un coef- 
ficient égal à la^omme des produits que Ton forme en 
multipliant trois à trois les lettres i, c, d^ e^f^ etc., 
sans répéter plus d'une fois la même lettre. Or, par l'ar- 
ticle cité de l'Arithmétique, le nombre de ces produits 

= — ^^ -n — ^'- Ainsi, les lettres b ,c, d^ e,/*, etc. , 

devenant égales, et chacune étant exprimée par b, 1« 

coefficient àe a^'^ sera b^ X — ^^ ^— ^ — ^ . 

1.2.3 

5.** Que le cinquième terme contient a""*, avec un coef- 
ficient égal à la somme des produits que l'on forme en 
lïiultipliant quatre à quatre les lettres b, c, d, e^f, etc. , 
sans répéter plus d'une fois la même lettre. Or le nombre 

de Ces produits = "^^^""^^ ^^^""^^ ^^'^ . Ainsi les let- 
* 1.2.3.4 

très fe, c, d, e,/, etc., devenant égales, et chacune 

étant exprimée par fe , le coefficient de a""*, sera 

I . 2 . .3 . 4 

Et en continuant à raisonner de même pour les termes 
suivants, o.n verra que, dans le cas de notre problème, le 

coefficient de a**» est fe* X -^^ ^-^ p '-^ — -; que 

1.2.3.4.^ 

,., . 7« 77(7J--l)f77--2)(72--3)(n--4)(«— 5) ^ 

celui de a»-^ esffe* X -^^ ■ -à ■ g a ^ ^^^' 

De là il suit qu'on a en général, lorsque Texpo- 
sant n est un nombre entier positif^ ( a •+: fe)"==a«» -h 
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n(n — i)a^'^b* « (n — i ) ( /i — 2 ) an-3^ 
lia»-»*-4- — ' 1 ^ ^-^ ^ + 

y(«-i)(;,-.a)(«-3)a-4A« . _ 

1.2.3.4 
Cette suite s'arrête ou s'interrompt^ lorsque le nombre 
n est égal à l'un des nombres qui viennent après avec le 
signe — , parce que, dès ce moment, tous les termes ont 
un facteur qui est zéro. ^ 

14^* Exemple. On demande la cinquième puissance de 
a -h b. 

En ce cas, 71 = 5; et la formule précédente donne 
( a H- ft)' = a* -«- 5a^b -+- loa^b^ -h xoa'b^ 4- Sab^ h- 4*. 
Les termes suivants de la formule générale sont alors 
zéro» 

142. Remarque. Si le binôme qu'il s'agit d'élever à la 

puissance n étoit a — b ,\\ faudroit mettre dans la formule 

le signe — au-devant de tous les termes où b est élevé à 

des puissances impaires. Par là on auroit : (a — &)'* = a* 

n ir . '«Ot— i)n"-*Â" 71(71 — x)(n — 2)a^-^b 

— nW'-'b H ^^ ^ '. — ' i^ i-i -i h etc. 

1 , t 1.2.3 

143. Corollaire. On élèvera parla même méthode un po- 
lynôme quelconque à la puissance entière et positive n. 
Soit, par exemple, le trinôme a 4- Z» -h c : en faisant d'a* 
bord b -f- ci=-p, on aura (a H- ^4- cY'={a 4- py = a^ 

/if/z — i) o'*"V n(n — i)(n — 2)a"-V 
4- na'^'p 4 ' ' 4- -^^ ^ ~ 4-etc. 

' 1.2 1.2.3 

Ensuite on substituera pour p sa valeur, et pour/?',/?', 
/?* , etc. , leurs valeurs qui se trouvent parla formule pro- 
posée. De même, si ou avoit le quadrinome a 4- ^ 4- c 4- û?, 
on feroit d'abord 4 4- c 4- d=^q; et après avoir développé 
l'expression (a 4- qj^; on élimineroit q et ses puissances, 
ce qui ramène le cas du quatrinome à celui du trinôme ^ 
ainsi de suite. 

144. Problème II. Elei^er le binôme a 4- b à la puissance 
quelconque n. . , . 

Dabof depuis que a 4^ è =« Ti 4- -^ J/on aura aussi 



^ ^ 
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Cb \^ 
1 H J =a^(i -h ^c)**, en faisant, pour 

abrëger , — = a? . Il s'agit donc de développer en général 

l'expression ( i + ^)° : ensuite on multipliera tous èbè ter- 
mes par a° , on éliminera x, et on aura (a -h by. 

Or, si n étoit un nombre entier positif, on auroit (140) 

(1 -^ xr — 1 + nx -h • h . -f-etc» 

: I . a I . i . 3 

Jtfaisl'exposant/iétant maintenant un nombre quelconque, 

- • 1 -1 . 72.(/2«^-*l\r* 7l(llt— ï)(rt*— 2}rr' 

la valeur de la suite 1 -hnx-^ — ^ — I — ^ -^ — ^— ^ — 

I •' a I • 2 • J 

-4- etc. , doit être regardée comme inconnue : je la repré- 
sente par le symbole [//] : en sorte qu'ici [«] = i -+- nx 



^ . etc* • 

I . a^ I . 2 . »i 

jSoit une autre formula analogue : 

[m]= 1 4- mx H ^^ V •+• — ^^' ^-^ — ^ 4- etc. 

^•^ i.a 1.2,3 

Je multiplie l'une par l'autre les ifeux séries : 

,^,^ ' 771 (m —-1)0?» 771 (771 •-.- l) (771 — 2)2?^ 

(M) 1 'hmx'\ ^^ h — ^^ ^-^^— :. — — -f- etc. 

, ^ 1.2 1.2.3 

(N) 1 -h 710? H ^^ h — '^ ^ ^ h etc; 

, . .1.2 1.2.0 

ce qui me donne la nouvelle série : 

' N I • 2 I . 2 y 

, /m (m — i) (771 — 2) n77f(7r — i) mn (m — i) 

-hf— ^ ^-^ — ■+ — ^^ -"^ Z ' -^ 

^ 1.2.3 1.2 1.2 

— iî ^-^-T — ^^ ) o:^ H- etc. : 

1.2. 3' ^ 

ow bien («en- représentant les coefficients de x, de x*, de 
a?', etc. , îp«r les lettres capitales A,-B, C, D, etc. ), 
1 H- Ao? 4- Bx^ -«- Ca?3 -h Do?* 4- etc. 
Tx ' ; « 771(771 — 1) . . 71(71—1) 

DesortequeA=//i-+-/ï,B= '"hmn-i ^ 

1.2 X 



(m -f- 72) (771 -4- 71 — i) 



. Les autres coefficients C, D> .? 
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se dëtermincnt de même ;. mais le calcul devient très-long; 
et il est difficile d'apercevoir de cette manière la loi sui- 
vant laquelle tous ces coefficients se forment, La question 
est donc de parvenir à ce but par une voie simple et claire. 
Or, il faut observer pour cela que tous les coefficients A, 
B, C, D, etCf , se composent des lettres m et n, toujours 
suivant la même loi, quels que soient les nombres metn; 
c'est-à-dire, soit que ces nombres soient entiers , positifs, 
ou fractionnaires , ou n(^gatifs ; puisque, dans le calcul gé- 
néral, on ne leur donne aucune signification déterminée, 
aucun signe particulier. Cette identité de composition, à 
laquelle il faut bien prendre garde, est la base de la mé- 
thode de Euler , que J'explique ici. 

D'après ces principes, puisque, dans le cas où m et tz 
sont des nombres entiers positifs, les valeurs respectives 
des séries (M) et (N) sont( i 4- a?)™, ( i 4- xy* ; et que par 
conséquent leur produit est ( r 4- ^)'** X ( 1 -4- x)^ , ou 

(.1 4- cr)™+'», ou (140), 1 -+- (1» -h n)x -h ^^^ ^ '' ^— 

I • 2 

(m-^ri^Cm-^n — i) (w -f- n r-r alor* - ' .1 ' î 

-f. ^ i± — : L^ ^^ -h etc. , il S ensuit que 

1,2,6 ^ 

lorsque m et /x sont des nombres quelconques , le produit 
des deux séries (M) et (N) , dont les valeurs sont alors [jn] , 

[n], est aussi 1 -+- (1» 4- /z) :c 4- ^^ -^ ^^ 

(m -hn) Çm-hn — i) (m 4- ti — ^2)0?^ .-v 

4- ^ =£-^ ^ h etc. Or, en regar- 

1.2.0 ... 

dant (m 4- n) comme un exposant simple, on a , suivant la 

notation proposée ci-dessus",' [m 4- /i] = 1 4-. (7^4- n)a: 

(m 4- fi) (m-h n — i)a'» (/n 4- n) (rn 4- « -s— i) {m 4- «— 2),2r' 



1.2 • ' 1.2.3. 

4- etc. Donc [m -+• n] z=z [m] \ [n] ; et on a de même 
[tn '\- n -^ p]=^ [m] , [n\ . [p] ; [m 4- /i.4- p -¥ q] .==^iM • M • 
[/?] .[9]. Ainsi de suite*; .| ; 

Supposons que leà nombres tt^, n^p ^q , etc. deviennent 
égaux , et qu'on les présente tous par 7» : on aura \pLTn\ =z 
[m]'; [3m] =: [my; [/^m] = [/7?-]^; et en généri^l [km] = [/«J*^, 
k étant un nombre entier positif. 
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'MamtensLUt, soit x un nombre entier positif quelconque; 
et supposons d'abord 2m =^i, oum = — : on aura [ « ] 

= I — I . Or^ puisque / est un nombre entier positif, on a 

£ £ ] = [1 -1- xY ; donc — I ={i -h ce)' ; et , en tirant la 

racine quarrée, j — j = ( 1 -h i:) T. Et comme la valeur: 

de l'expression — |estlasérîei + ' — ;»H ^-^ 1^^ 



I • 2 



-| ^ ij ( ^zjx^ ^ etc. , nous aurons aussi la 

1.2,3 

méme série pour la valetiT dé (1 +^) -* • Ainsi voilà, pour 
le cas où l'exposant n de la puissance du binôme est un 

nombre positif fractionnaire de l'espèce — , une formule 

analogue à celle où n seroit un nombre entier positif. 

Semblablement, si l'on. suppose 5m = /, ou 7» = — > 

— I =(1 4-'^)'; et, en tirant la racine cube,, 
[i] = (. +.,i. Or, [i]=.+i + |<f-0^ 

< ' 1.2 

•j- etc. Donc la même série est la valeur de ( 1 + a:) 3 . 

Ainsi des autres puissances fractionnaires positives. 

Il ne reste plus qu'à faire voir qu'on aura encore une; 
formule de la même espèce , lorsque l'exposant n de la 
puissance du binôme sera un nombre négatif^ entier ou 
rompu. 

Reprenons, pour cela, la formule [m -^n] = [m] . [n], 
Xpxi a toujours lieu , quels que soient metn, comme nous 
l'avons déjà remarqué. Supposons que n soit un nombre 
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positif j entier , ou rompu : nous aurons [n] = (i -[. x)*. 
Faisons ensuite /»== — n, on m-^n^zo j-nous aurons [o] 
rz: ( 1 4- ^y = 1 • Substituant ces valeurs dans la formule 
[j7^ ^ /i] =: [m] . [n], nous aurons i = [m] . [n] ; ou [m\ 

=T T" J <ïu r — '^l = Cl. + J?)"'. Or, la valeur de Tex- 

r 1 ^1 I ' ( — «)(—'* — i)a* 

pression [— /ij est la série i — nx + -^ ^^ — 

I • 2 

( — n) (— /i— i) f— n*— 2)0:' -. . 

^-i ^^ — : £_v i ^ etc. Donc, cette même 

X f 2 . 3 

•ërie est aussi la valeur de ( 1 -f ce)*'. 

145. Corollaire général* Il résulte des deux problêmes 
précédents, qu'on a en général (quel que soit V exposant n 
positif ou négatif, entier ou rompu), (a ± by =rza^±:a^^^b 

^_i i .^i:-^!-^^ i ^ . . -j-etc, 

146. Scholie. Un des principaux usages de cette formule 
est de donner , par une approximation expéditive , les ra- 
cines des nombres qui ne sont pas des puissances parfaites. 

147- Exemple 1. On demande la racine quarrée approchée 
du nombre i5o, qui n'est pas un quarré parfait. 

Comme tout nombre entier non quarré est toujours 
compris entre deux quarrés entiers consécutifs , c'est-à- 
dire, entre deux quarrés dont les racines ne diffèrent que 
d'une unité; je considère d'abord que i5o est compris 
entre les deux quarrés consécutifs 144 ^^ 1% (ceux de 12 
et de i3), mais plus voisin du premier que du second. 

Je suppose donc i5o = 144 '\'^^=^(^'\'b} etlei question 
est d'appliquer ici la série qui repré$jen{:9 {a -^ p) * , on 

a 

(144 + 6)"*". Or, en faisant a =; ^44, 4= 6, on trouve 
» A ^rt 216 

ti44 + 6)'^oui<i5o=3? ja+-2 — , ^ H — . ■ «qo ■ 

1 TT • '^Z P ^^ 8.1728 16.240032 

-etp»; ce qui forme uxxe série très--convergente. U suffira 

lireiidre ses quatre premiers termes pour avoir la va- 

flppf Qiîbé^ de tout^a série. En effet, oa trouve que 
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-^ Va^emblage de ces termes vaut à peu près 12/249^ ^}^^ ^^f** 

, lète k peine de • de la vraie racine dé i5o. comme on 

' * 1000 *■'.# 

; peut le rërifier en tirant la racine quarrëe approchée de 
, i5o, par la méthode expliquée dans Tarithmétique. 

148. Exemple IL On demande la racine quarrée appro^ 
chée de 1289 , qui 71* est pas un quarré parfait. 

Le plus grand quarré contenu dans ce nombre est laaS, 
dont la racine est 55 ; et le quarré immédiatement supé- 
rieur est 1296 dont la racine est 36. Ainsi le nombre sup- 
posé 1289 est compris entre le.s deux q'uarrés consécutifs 
muS , 1296^ mais plus voisin du second que du premier. 
Jfe suppose donc 1289 = 1296 — - 7 ; et faisant a i=i 1296 , 
b=n dans la seconde formule de l'article i45, nous auront 

( 1296 — 7 y, ou \/j28q=zZ6 1 —^ etc. 

L\lssemblage des trois premiers termes de cette série 
donne 35^9o3 pour la racine quarrée approchée de 1289. 

149* Exemple III. Trouver Vea^re^i^^e la racine cuhe 
de ; . \ 

D est question, comme on Voit, dedévelopperrexprefr- 

sion (a 4- J) ^ Or, ce développement est la série : 

7 10 

a ' — — a ^fen ^—- h etc. 

3 9 81 

. Si o.n demandoit la racine cube de Ja fraction tt" > 

• a'T_b 

cette racine indiquée seroît^d'^bô^d /'""x {a ài b) % 
Ainsi, après avoir formé la série, qui est la valeur de 

\d^b)^^ , ori multiplîetoît chacun de sfes termes par / '• 

:, . 314 falloir extraite la racine ;quatrième de ■ , cette 

- ' • • 

racine indiquée seroit d'abord if+.gfx^ (f^ -♦- *}?? 
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tprès mroir formé le» deux sëriet qui sont les valeurs des 
deux tttctenrm du produit , on les multiplieroit Tune par 
Tautre. Ainsi déê autres. 

Tout cela s'applique arec la même facilité à un poly- 
nome quelconque. 



CHAPITRE X. 

Théorie générale des proportions et progressions 
arithmétiques et géométriques. 

i5o« ^ àvs avons défini dans l'arithmétique les propor- 
tions arithmétiques et géométriques. 

On appelle progression arithmétique une suite de terme* 
dont chacun est également surpassé par celui qui le suit; 
ou surpasse également celui qui le suit : telles sont la suite 
ascendante 3,5,7^9, ii, dont la différence additive d' un 
terme à l'autre est a; et la suite descendante 3i ^ 28^ ^5^ 
22^ iQ; dont la différence soustractii^ d*un terme à Tautre 
est 3. En général , que les quantités^, g,h, i, k , forment 
une progression arithmétique croissante ou décroissante^ 
on l'écrit ainsi ~y. g • h * i . k. 

Une suite dont chaque terme est également contenu 
âans celui qui le suit, ou contient également celui qui le 
suit, s'appelle une progression géométrique : telles sont la 
suite ascendante â, 4, 8, 16, Sa, dont chaque terme est 
contenu deux fois dans le suivant ; et la suite descendante 
3^4, 108, 36, ia,4; doht chaque terme contient /rowy&w 
le suivant. En général, queles quantitésy, g, A, /, k, for- 
cent une progression' géométrique, croissante ou décrois- 
ïabte, on récrit ainsi : ~f\g\h\i\k. 
' Quand on dit simplement qu'une suite est une propor- 
tioik ou une progretâion , c'est toujours de la proportion 
^i» de «1^ progression géométrique qu'an veut parler, à 
noiiu que le discours ne regarde la proportion ou pro- 
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S E C T I O N I. 

Des proportions et progressions arithmétiques* , 

i5i. Théorème I. Dans toute proportion arithmétique 
m • n : p • g ^ la somme m H- q des extrêmes est égale à la ' 
sommée n h- q des moyens. 

Car en nommant d la différence additive ou soustrao- 
tive de la proportion ,ona/i = iiï-4-rf, q-=.p -^ d\ par 
conséquent la proportion peut être écrite ainsi, m . m 
H- d'ip .p + d\ d'où Ton voit^ en prenant la somme des 
extrêmes et celle des moyens , que ces deux sommes sont 
composées de parties identiques. 

Ènî nombres^ si on a^ 5 • 5 : 7 .9, on aura 3 + 9=5 -h 7» 

i^i^ Corollaire I, H peiit arriver que l'un des termes de 
1^ proportion soit zéro; et. alors l'une des deux sommes, 
qui soijt toujours égales, se réduit à un seul extrême ou à 
ù4.sèul moyen. 

i53. Corollaire II. Si la proportion est continue ^ c'est-à* 
4ire^ si; Les deux moyens sont égaux, ou qii'on ait, ttk • /z : 
71. yp, la sômmedes extrêmes sera double de l'nn des moyens. 

£21 ^ombres, si .on a 3 .5: 5 . 7, on aur^S + 7 = 5 -h5. 
Pour abréger, au lieu d'écrire la proportion continue à 
l'ordinaire, tî^ • « : il . /?, on l'écrit ainisi -7- m . n • p* 

• 154. Théorème II. Réciproqu&ment si quatre termes m , 
n, Pr q^ sont tels que la. somme m -*- q des extrêmes soie 
égale à la somme n + p des m>oyens , ces quatre termes for^ 
meront une proportion aritlimé tique, 

îi iCar: .puisque m^-^ q = n -H/?, on aura, m,^^n^='P — qv 
d'<^ù résulte la proportion, m . n:p . q. 

i55: Scholie, Il suit de ces principes que si, dans une 
proportion arithmétique quelconque, on connoît trois 
tertai'éifi'on pourra trou\f^er celui qui manque : car si Ton 
connoit les deux moyens et un extrême, on auraréxtréme 
inconnu y en retranchant de la somme des moyens Tex- 
trèiae connu ; si l'on çonûoit deux extrêmes et un moyen^ 
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on aura le moyen inconnu^ en retranchant de la somme 
des extrêmes le moyen connu • 

i56. Théorème III. Dans toute progression arithmétique 
— f.g:h.i.k*l.m. etc. 

Un terme quelconque est égal à un autre , plus la diffé-- 
rence additive ou soustracti^e de la progression , répétée au- 
tant de fois qu'ail y a de termes depuis Tun inclusivement jus-- 
qu'à Vautre exclus ii^ement. 

Car soît d la différence positive ou négative dé la pro- 
gression : on a ^ 

gz=,f-\'d,}i'=:^g-^ d^=^f'^iid,i=^h + d=^f-hZd, etc. 

Par conséquent l'a progression peut être écrite ainsi : 
-^f.f^-d.f+^^d.f-k-Zd.f-^^^d.f+M.f-^&d^etc. 

Alors on voit, par exemple, que le cinquième terme est 
égal au premier, plus quatre fois la différence ; que le sep- 
tième terme est é^alair second , plu$ cinq fois la différence. 

iSy.' Corollaire /. Donc, si Ynn connoit un terme et la 
différence, oll pourra déterminer liif terme dont la place 
est connue , sans être obligé de calculer les autres. Par 
exemple, si Ton connoit le premier teritae et la différence, 
on aura le centième terme, en ajoutait ftu premier 99 fois 
la différence. 

i58. Corollairell /Donc, si dans une progression arith- 
métique on prend quatre termes tels qu'il y en ait autant 
entre le premier et le second, qu'eiïtre le troisième et le 
quatrième, ces quatre termes formeront une proportion 
arithmétique, puisque la différence des deux premiers et 
celle des deux derniers contiennent la différence de la 
progression répétée le même nombre de fois, et sont par 
conséquent égales. Et comme, dans toute proportion 
arithmétique , la somme des extrêmes pst égale à celle des 
moyens (i5i), Jl s'ensuit que la somme des extrêmes de 
quatre termes , pris deux à deux à intervalles égaux, dans 
une progression arithmétique^ est égale à la ^omme des 
moyens. , . . 

i59« Corollaire III* Le même thépréine fourixitr .la ma- 
nière d'insérer un nombre quelconque d^ no oyewispropor- 
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nés. Par 
l'eieinplej soient les nombres Set 120 enLre lesquels on veut 
insérer 12 iiioyens proporliounels arithmétiijues : on voit 
nue la «question e^t Je former une progression aritfaméti- 
bue dont 3 et lao sont les extrêmes, et qui ait en tout 14 
Pternies. Or, le dernier 120 est égal au premier, plus 1 5 fois 
la différence. Donc, si de lao je retranche 3, et f|ue je 
divise le reste 117 par i3, le quotient 9 sera la différence 
de la progression. Ayant le premier terme et la différence, 
fin peut déterminer en parCicLilier chacun des termes de 
^progression. 

160. Corollaire IV. Si entre tous les termes d'une pro- 
jression arithmétique on insère un même nombre quel- 
joonque de moyens proportionnels arithmétiques^ la nou- 
Pvelle suite que l'on formera sera encore une progression 
arithmétique. Car si, par exemple, on insère quatre moyens 
proportionnels arithmétiques entre les termes de la pro- 
gression arithmétique —-/• g . h . i . k . l; on verra par 
KÎ' article précédent que la première progression partielle, 
T c'est-à-dire j celle âe/kg, a pour différence particulière 
; que la seconde progression partielle, ou celle de ^àA, | 

1b pareillement pour différence -r-; ainsi de suite. Donc îl.l 

>ègne la même différence dans toutes les progressions 
1 partielles; donc, puisque de l'une à l'autre il y a un terme 
f commun , on pourra les mettre bout à bout , et elles ne 
formeront plus qu'une seule et même progression. 

. Théorème IV. La somme de tous les termes d'une 
progression arilftmétique quelconque est égale à la moiûé du 
I produit du nombre des termes par la somtne des extrêmes. 

Car soit une progression arithmétique quelconque, dbnn 
r le premier terme =^/; la différence additive ou soustn^^ 
Uve ^d; \e nombre des lermes ^ « ; la somme s. Cett»^ 
progression s'écrira ainsi : 
~-/./ + d.f+zd.f+5d./+^d.../+(a~i)d. 
Ecrirons la même suite dans un ordre inverse ,: 
~-f+(n^l)d /+id./-i-5d./+2d./-+d. 
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Puis ajoutons ensemble terme à terme ces deux progres- 
ftions; nous aurons une nouvelle suite^ dont chaque terme 
est ^-+- (/î — i) d, somme des extrêmes de la progression 
proposée, et dont le nombre des termes est n. Donc la 
somme de cette suite=/z X (2/'-h(« — i) r/). Or, cette somme 
est évidemment le double de la progression proposée ; on 

aura donc 25=7z X {y-\-{n — i)rf)^ ou5=— ^-^^ — -^^ ^^f 

2 

ce qui est l'énoncé du théorème. 

i6a. Problême. Connaissant dans une progression arith- 
métique trois de ces cinq choses, le premier terme, le dernier, 
la différence, le nombre des termes , la somme de tous les 
termes , trouver les deux autres. 

Nommons le premier terme a, 

le dernier u, 

la différence additive ou soustractive d, 

le nombre des termes n , 

la somme de tous les termes s^ 

on aura (i56 et i6i) les deux équations : 

(A) u^=: a '\- d{n — i), 

(B) 5 = (« + «) X -^. 

Or, si parmi les cinq quantités a , u , d , n , s , qu'elles 
renferment, on en connoît trois, il s'agit de trouver les 
deux autres ; ce qui donne lieu aux questions suivantes : 

I. Connoissant a , u , n , trouver s et d. 

L'équation ( B) donne tout de suite ^ , et on tire deTé- 

quation ( A ) , «? == . 

II. Connoissant a , d , n , trouver u et s. 

L'équation (A) donne tout de suite u ; substituant cette 

valeur dans l'équation (B), on aura s'^- ■ * 

III. Connoissant u , d , n , trouver a et s. 
L'équation (A) donne a=zu — dn-hd; substituant cette 
1 j 1»/ * . AviN i^^ — dn + d)ii 

râleur dans 1 équation (B), on aura s =-^ — =^. 
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IV. Connoissaru h,xl, d , trouver n ee $ • 

L'équation (A) donne n = ; substituant cette 

ralenr dans l'équation (B), on aura 5=^ ^7^ , 

Y. Connaissant si,n ,s , trouver u et d. 

2s ■■■^ ûrUt 

L'équation (B) donne w= ; substituant cette va- 

1% 

leur dans l'équation (Â)^ et dégageant d, on aura d = 

«(/» — !)• 

VL Connaissant u ^ n ^ s ^ tromper a e^ d. * 

2 s "^ 7ZZ£ 

L'équation (B) donne a = ; substituant celte v*» 

leur dans l'équation (A), on trouvera <i= -7 r. 

VIT. Connaissant Q.,vi , % , trauç^er netd. 

L'équation (B) donnç n =z : substituant cette ya^ 

ur dans 1 équation (A)^ on trouvera a := ^ -^ -• 

25 — a — îâ 

VIII. Connaissant n , d , s, trauifer u «^ a. 

Mettons dans l'équation (B) pour u sa valeur tirée de 

léquation (A), nous aurons 5=:^ ^ ; ce qiu 

donne a= .Ensuite substituons cette valeur 

de a dans l'équation (A) ; et nous trouverons immédiat»- 

25 -4- dn* — dn 

ment u = . 

2/Z 

IX. Connaissant ei,A, s, tromper n e^ u. 

Mettons dans l'équation (B) pour u sa valeur tirée d* 

„, . .^ (2a-hdn-^d)n ,, . „ 

1 équation (A), nous aurons s = — ; a ou 1 on 

2 

^. - , (2a — d)n 23 . . • *.j ■» 

tire n* -h ^ i —=o;équationqui est du second 

degré^ et que nous apprendrons à résoudxe (chap 
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Il est clair que U valeur de n étaat trouvée^ on aura celle 
de u par réqùation (A). 

X. Cormoissanc u ^ d ^ s ^ trouver n et a. 

L'ëquatioù (A) donne a=^u — dn-hd; substituant cette 

valeur dans 1 équation (B), on aura 5 =-^ ^— ; 

ce (JUA donne nr — -i — -j— ~ — h --5- =0 ; équation du se- 
cond degrés laquelle se rapporte par conséquent encore 
au chapitre XIII. La valeur de n étant trouvée, on aura 
celle de a par Téquation a ^=u — dn -^ d. 

Nos lecteurs pourront s'exercer .ii faire des appli^tions 
numériques de ces formules. 

SECTION II. 
Des proportions et progressions géométriques. 

i63. Nous avons déjà démontré, dans FArithmétique , 
quelques propositions concernant les proportions géomé- 
triques ; nous les démontrerons encore ici d'une manière 
^én^rale, pour comprendre toute cette théorie en un même 
corps. 

164. Théorème L Dans toute proportion géométrique 
a : b : : c : d , le produit a d des extrêmes est égal au produit 
b c des moyens. 

Car soit — la raison de la proportion , ou le quotient 

d'un antécédent divisé par son conséquent (1) ; on aura, 
par la nature de la proportion, J== a/*, J== cr. Donc la 



Ci) On pourroit prendre aussi pour raison le qnolicnt du conse- 
queat divisé par l'antécédent ; mais l'acceptîea la plus ordinaire de 
ce uiot est celle que j'adopte'ici , et que je conserverai touJQurs dans 

la suite. Je n'ai pas..besoin de faire observer que toute fraction -~- 
peut être réduite à la foripe ~; car il ne faut pour cela que diyiser 
tam et bas par M, et supposer -^ = ''f 



ALGÈBRE^ C H A P. y. ^ft^j 

pTopoxtioR peut être écrite ain&i , a:ar:ic:cr; et alotd on 
, voit que le produit des extrêmes et celui des moyeus sont 
coioposés 'de facteurs identiques. 
£n nombres^ si on a^ 2:8 :: 3: i2> onaura^ 2 X 12=8 X 3. 

i65. Corollaire /. Il peut arriver que Tun des termes de 
la proportion soit Funitë ; et alors Fun dés deux produits , 
qui sont toujours ëgaux^ se réduit à un seul extrême^ ou ^ 
un seul moyen. 

r6(5. Corollaire II. Dans la proportion coniinue, a:b:: 
6 :c^ où les moyens sont égaux ^ et qu'on écrit ainsi : H^: 
b:c^ le produit des extrêmes est égal au quarré du terme 
moyen i. 

167'. Théorème IL Réciproquement, lorsque quatre ter" 
fnes Ci, 1>, c, d, sont tels que le produit des extrêmes est 
égal au produit des m^oyens , ces quatre iermesjbrment une 
proportion géom^étrique. 

Car, puisque a^= bc, on aura (en divisant tout par bd), 

— r- = —7- ; d'où résulte la proportion a.:b ::c:d, 
b a 

168. Scholiè. Si dans une proportion géométrique on 
connoit les deux moyens et un extrême, on aura Textrême 
inconnu, en divisalit le produit des moyens par rextréme 
connu ; si Voti connoit les deux extrêmes et un moyen, on 
aura le moyen inconnu , en divisant le produit des extrè- 
Hies par le «loyen connu. 

169. Remttrque. Si dans la suite a, b, c, d, on avoit 

a " c 
rr- ^^ "3" > on'auroit (en multipliant tout par&J), ad>bc. 

Et réciproquement , si on avoit àd>bc, on auroit (en d^ 

a e 

tisant tout par bd), — > —t. " 
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T70. Théorème III. Si on a la proportion ^ a :b :: c : d; 
les arrangements suii^ants (auxquels on donne les noms 
écrits ici à côté d^eux) Jbrment encore des proportions • 



i: 


a : c :: b : d 




\ alternando^ 


n. 


d : b '.'. c : a 




] 


m. 


b : a :: d : c 




l in^ertendo* 


IV. 


c : a :: d : b 




S 


V. 

VL 


a + b i a :: c + d : c 
. a + b : b :: c + d : d 




\ componendo. 


VII. 

vm. 


a — b : a :: c — d : c 
à — b : b :'. c — d : d 




l detrahendo. 




^ 




\ Somme ou difrêr^nca 


IX. 
X. 


a-+- c: i-hrf - a : b :: c : 
a — c . b — d - a : b :: c 


:d 
\d 


1 d«s antécédents : somme 
> ou différence des con- 
1 séquents :: antécédent : 
j conséquent. 



On verra que tous ces arrangements forment des pro- 
portions ^ en nommant — la raison de la proportion fon- 
damentale a \ b :: c\d; mettant arpourfe, cr pour d, et 
observant que dans chacun d'eux le produit des extrêmes 
est égal au produit des moyens. 

171. Théorème IV. Si on a la suite des rapports égaux ( 1 ), 
a \ b w c \ d \\ e \f \\ g \ h w i : k , 
on en pojirra conclure les proportions suii^antes. 

I. La somme de tous les<intécédents est à la somme de 
tous les conséquents , comme un antécédent est à son con^ 
séquent* 

(i)Oadoit prendre garde à ne pas confondre en général une suite 
de rapports égaux avec une progression. Pour que des rapports soient 
égaux, il suftit qu*cn divisant semblablement les deux termes de 
chaque rapport Fun par l'autre, tous les quotients soient égaux entre 
eux: mais pour qu'une suite de termes forme une progressioti , il faut 
de plus que le conséquent du premier rapport serve d'antécédent au 
second, q^ie le conséquent du second serve d'antécédent au troisième; 
ainsi de suite. D'où l'on voit que toute progression est une suite de 
rapports égaux ; mais que toute suite de rapports égaux n'est pas un9 
progression. 
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II. La somme d'un pombre quelconque d'antécédents est 
à la somme dun pareil nombre de conséquents correspon- 
dants , comme un antécédent est à» son conséquent , ou 
comme une autre somine d'antécédents est à une somme 
^pareille dé conséquents correspondants • 

En effet, i.** on a d'abord, par l'article prëoédent, 
a 4-c:i4- ^ :: a : b :: c : d ; ou (k cause de c: d:: e :/), 

a -h c : ,b ^ d :: e :/; 
ce qui donne de même , a -^ c -h e : b -i^ d -\-f - e : /*; 

ou ( à cause àe e : f :: g : h) , 
a + c + e : t + d-^fw g: h; 

ce qui donne a -h c H- e -^ g:b -^ d +/+ h :\ g\h, 

ou (à cause deg^: Zt :: I : À), 
«-+- cH- e-f-g" : b~^d-\-/'{^h :: £ : k; 

" ce^ qui donne a4-c-f- e-^g-^-iib-i-d +f-^ h-hk:: i: 
'k-:: g:h:: e:/:: c:d :: a:b. 

. a/ On a, a-^-c-h e: b-\-d'\-f \: e:f,eta 4- o-^e-hgz 
b -^ d -{-/-h h:x g:h:: e:/'f donc a -h c -^ e:b -h d-h/ :: a -h c 

Qn trouvera de même les proportions suivantes, et au- 
tres semblables, 

. c-^r e-hg: d-^y-h h :: a:b; 
€-¥• e-^gid+f-^-h:: a-hc-i-e-^-g^iib-^ d-^-f-^h-^-k. 

17a. Remarque, Nous ferons en passant une rémarque 
qui regarde la manière d'écrire les suites de rapports 
égaux. Aalieu de séparer les deux termes d'un rapport par 
deux points, et deux rapports consécutifs par quatre 
points», comme on l'a fait pour la suite a\b\\c\d\\e\f\'A 
g\h\\ i\ky il est un peu plus commode d'écrire d'abord tou$ 
les antécédents, ensuite tous les conséquents, de séparer 
les termes de chacune dé ces deux suites les uns des autres 
par deux points, et la suite des antécédents de celle des 
conséquents par quatre points de la manière suivante ; 
a\c\e\g\i\\ b\d\f\h\k. Par ce moyen les antécédents et le» 
conséquents ne sont pa,s mêlés ensemble, et on prend plus 
facilement les sommes d'antécédents et d^ çonséqu«"^*i 
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lyS. Théorème V. Si dans une proportion a:b :: c:d , on 
multiplie ou on divise , par un même nombre m, ou tes deux 
termes d*un même rapport, ^ ou les deux antécédents , ou les 
deux conséquents : on aura encore , dans tous les àas , une 
proportion ; c^est-à-^dire que les suites qu^on voit iei/brment 
des proportions. 



am 



bm 



cm : dm 



am 



a 



cm, 



bm 



dm 






a 
m 

a 

a 
m 

a 



b^ 

m 



c 
m 

c 
m 



d^ 

m 



b_ 



m 



Car dans chacune de ces huit suites le produit des ex- 
trêmes est égal au produit des moyens^ commeion le verra 

^n nommant — la raison de la proportion fondamentale^ 

a:b::c:d, et substituant ûr pour b, crpour d. 

a : b :: c : d 

174- Théor. VI. Si on a un 
nombre quelconque de pro^ 
portions , comme celles qu^on 
voit ici , les suites qu^on/br-^ 
mera (et qui sont écrites ici 
à côté ) yen les multipliant ou 
en les di^^isant terme à terme, 
seront encore des proportions* 



e : 


f-g'- 


h 


• 


» 
/ : 


n • • L • 


m 




etc. 






- 


ae 


: bf :: 


<^g 


: dh 


aei 


: bJJc :: 


cgi 


: dhm 


a 


b 

• • 


c 


d 

• 


e 


■ f ■' 


§ 


• h 


a 


. * .. 


C 


d 

• 


ei 


•/A •• 


81' 


' hm 


etc. 


f 







Car soient — , — , — , etc. les raisons des proportions 

fondamentales ; en mettant aq pour b , cq pour d\ er pour 
cff ë^ pour h ; is pour k ; Is pour m ; on verra que dans cha- 
cune des nouvelles suites le produit des extrêmes est égal 
au produit des moyens, et que jfar conséquent ces suites 
forment des proportions géométriques. 
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^^F Le rapport qui règne dans une proportion résultante de 
^^■k multiplication d'un nombre quelconque de proportions, 
^^^appelle rapport composé des rapports de ces proportions. 

175. Corollaire. Lorsque quatre grandeurs sont en pro- 
portion, leurs quarres, leurs cubes, et en généralleurs 
puissances semblables , sont aussi en proporlion ; car oa 
peut supposer dans le théorème précédent que les propor- 
tions fondamentales sont la même écrite tant de fois qu'on 
voudra ; et alors , par la multiplication successive et terme 
à terme de ces proportions identiques, il résultera les 
quarrés, les cubes, et en général les puissances sembls- 
bies des termes de l'une d'entre elles, lesquelles puissan- 
ces formeront des proportions. Et réciproquement, si des 
puissances quelconques forment des proportions, leurs 
racines formeront aussi des proportions, car si on a, a." : 
b" '•'■ ç" : rf", on aura û" X d" ^ b' X c" : dune, en tiraqt. fl 
la racine ra de chaque membre, on aura ad ^ bc; ce qu$ .J 
donne a \ b ■'■ c : d. ^ 

L'usage est de dire que la raison des quarrés est doublée 
de celle des racines quarrées; que la raison des cubes est 
triplée as celle des racines cubes, etc. Sur quoi il faut ob- 
server qu'on appelle encore raison doublée , ou triplée, 
ou etc. la raison qui règne dans la proportion résultante 
de la multiplication de deux, de trois proportions qui ont 
la même raison , sans que néanmoins ces proportions soiei 
les mêmes; par exemple, si on a les proportions qu'oj 
voit ici, et dont la raison commune est 3,1a 
raison de la première proportion composée ^:z". 6:3 
4X loraX 5::6 X i6:3x8, sera dite io:5: 
(fouii/ee de la raison 2; la raison de la seconde i4-7 " 
iroportion, composée 4 X 10 X i4:aX5x 

6 X 16 X 18 :3 X 8 X 9, sera dite tiiplée de la rai- 
Bon a ; ainsi de suite. II est clair en effet que la raison de 
la première ou de la seconde proportion composée est la 
même que la raison qui régueroit entreles quarrés ou entre 
les cubes des termes de chacune des proportions compo- 
iOtes, puisqu'on a ^ ou. ^■=^ ^ <ifi ^ on ~ ou^. 



l- BC 



ni ont ^^ 
ioiei^^^l 
qu'ofl^H 

6:3, V 
i6:8« ■ 

18:9, a 
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a:b::c:d, 
b:e::d:/, 

etc- 



176. Thëorême VIL Si Ton a un nombre quel- 
conque de proportions telles que les conséquents 
€fe la première servent d! antécédents à la seconde , 
les conséquents de la seconde d^ antécédents à la 
troisième , ainsi de suite ; ' les antécédents de la première et 
les conséquents de la dernière formeront une proportion , 
c^estr^dire ^ qu^on aura y a:g :: c:h. 

Car on a ( 174) ab e\b e gv, c d'f: dfh» Divisant les 
deux termes du premier rapport par &a ^ et les deux termes 
du second rapport par df, on aura encore (lyS) la propor- 
tion a:^:: et A. 

177. Théorème VIII. Dans toute progression géométrique 

:: a : b : c : d : e : f : g : h : i : k 
un terme quelconque est égal à un autre diifisé par la raison 
de la progressioà , éléç^ée à une puissance désignée par le 
nombre de termes compris depuis Vun inclusii^fiment jusqu'à 
Vautre exclusivement. 

Car soit — la raison de la progression ; on aura b'=-ar, 

c::='br:=zar* , d=^cr=iar'^ , etc. Donc la progression pourra 
être écrite ainsi H ai ar\ ar" lar^iar^ \elc. A\ot^ on voit, 
par exemple, que le cinquième terme ar* est égal au pre- 
mier divisé par la quatrième puissance — de — •; que le 
septième terme û/ est égal au second ar divisé par la cin- 
quième puissance — - de — • 

r r 

178. Corollaire 7. Il suit de là que, connoissant seule- 
ment un terme d'une progression, et la raison, on pourra 
former cette progression, soit qu'elle doive descendre, 
ou qu'elle doive monter, puisqu'il ne faudra pour cela 
qi;e diviser le terme donné par les puissances successives 
de la raison. 

179. Corollaire II. Si d^ns une progression on prend 
quatre termes, tels qu'il y en ait autant entre le premier 
et le second, eùtre le troisième et le quatrième ; ces quatre 
termes formeront une proportion géométrique , puisque 
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Vus raison des deux premiers et celle des deux derniers sont 

W ta même puissance de la raison de la progression. Et 

W comme dans toute proportion géométrique le produit des 

extrêmes est égal à celui des moyensj on voit encore que 

le produit des extrêmes de quatre termes , pris à inter- 

Tulles ^gaux dans une progression géométrique^ est égal 

ttu produit des moyens. 

180. Corollaire III. Sî entre deux termes a^u, on veut | 
Insérer un nombre n de moyens proportionnels géomé^ - 
riques, on voit que la question est de former une pro- 
K^ression géométrique dont le nombre de termes est «+ 2. 

I't)r^ en nommant — la raison inconnue de cette progres- 
\ tton , on aura u =: ar° ' ; ce qui donne r""*" ' = ^ — ■ , 

l.^en tirant la racine n 4- 1 de chaque membre), r^^=i/ 

_, I ■ D+r « T . I j .. 

PonC' — ^ 1^ — . JLa raison — - sera donc connue. Aini 

pitai peub(i78) déterminer tous les termes de la progression- 

. Corollaire IV. Si entre tous les termes d'une pro- 
gression géométrique fr a:b:c:d;e:f: etc. on insère un 
même nombre de moyens proportionnels géométriques, 
la nouvelle suite qu'on formera sera encore une progres- 
sion géométrique. Car soit n le nombre de moyens pro- 
portionnels géométriques insérés entre a elb, entre b etc, 
«ntre cet d, etc., la raison de la première progression par- 
tielle sera (art. préc. ) °i/' -T'î celle de la seconde, '^' — ; 



et, 
:on> ^H 



Lcelle de la troisième , ""v' — , etc. Or , par la nature da 

fia progression fondamentale, on a — ^ — ^^"rf' ^^^^ 
il règne la même raison dans toutes les progressions' par- 
tielles : et comme le dernier terme de la première est le 
premier terme de la seconde, que le dernier terme de la 
seconde est le premier terme de la troisième, amsi de suite^ 



\ 
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il est éyiàejxt qv^a tpute$ qe^ progressions mise» bout i 
bout foxo^oat vne s^eiri^ et mém^ç pxogire^sio^. 

18^. Théorème IX. Tùûte progressifàn géométrique 

TTa:b:c:d:e:f:g:h 

dorme ces proportions : le quarré du premier terrne e\t au 
ijfuarrédu seeond comme leprem.ièr est au troisièine: le cube 
du premier terme est au cube du second comme le premier 
est au qui^ième'^ et en général les puissances semblables des 
deux premiers termes sont entre filles, opmme le premier terme 
en le tenne dont! le numéro est rea:pos0n£dA9 puissances des 
deux prerniers, ajugn^erité de Cupi^. 

Cbx , soit n Texposant commun de^ puissances des dei;ti 
preraiers termes^ et mettons la progression proposée sous 
cette forme, H aiariar" \a,r^:ar^:ar^ :elç^ ; on vejcra que 
a*: a°r° :: a: ar" (puisque le produit des extrêmes est égal 
à celui des moyens). Or ^ le numéro dUiderni^ teripe (tr^ 
est évidemment /i + 1 ; donc, etc. 

i95m théorème 1^. Toute progression géométrique 

rr a : b : c : d : e : f : g : h : i : k . 
donne cette proportion : le premier terme est au second ^ 
comme la somm^de tous les termes moins le dernier esta la 
som^me de tous les termes înoins le premier; c^est^à-dire (en 
nommant 5 la somme totale des termes), a : b :: 5 — k :^ 
s — a. 

En effet, une progression géométrique étant une suite 
de rapports égaux dont tous les termes sont antécédents , 
excepté le dernier, et tous les term^ sont conséquents, 
excepté la premier, on a (171), a:b::srr^k:sr--'a.» 

184. Corollaire I. Donc, en faisant le produit des ex- 
trêmes et celui des moyens, de cette dernière proportion, 

on âuraa^ — aaz=zbs — bk; doù Ion tire s =?=. ^^,ex- 

a — 'b 

pression de la somme de la progression par le pioyen du, 
premier terme, du second et du 4QWer. 

i85. Corollaire II. Si Ton nomme — la raison de la pror 
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(«ssîoitj et qu'on substitue a 



pour b dans la vale 



rdes 



^i8â. Corollaire III, Lorsque la progression va en dé- * 
soissant jusqu'à l*Snfini (i), alors son dernier terme peut I 
3 regardé comme nul par rapport au premier, et on a,^ 

pplement s = . 



(i] Nous allanstiicr à oe sujet, d'une manière pluspTêcùequenaUf- ; 
is pli le faire dans les notions géiic raies qui préeèdeiil Immcdia- 
tcment le iraîle' d'aritliinëlïque, It» idées qu'on doit sf 
ma the'ma tiques de la grandeur infinie et de la grandeur infiniment 
petite. 

Tonte la doctrine des laalhematiquuconsiste à coin pa/ereusemble 

M-\-m 

plusieurs grandeurs de la mcme espèce. Soit donc 1- un rapport 

geome'trique quelconque, ou le quotient de la grandeur (M + m} 
dîvi^c'e par la grandeur N de luéme nature. Il est clair que si , les 
quantités m et N demeurant toujours les mêmes , on suppose qu4 .*' 

M + m 
augmente continuellement, le rapport — - — approchera coût 

BUcIIemenC du rapport — ; car/'par esemple, les deui rapports I 

, — , approchent plus d'être égaui que le» deui rappprti -j 

l^ — , — ; ou , ce qui revient a^ QiËtne , la fraction m ^pproclif 
plus do l'unile' que la fraction ~ 00.77;. Or, rien ne limîlfi l'aoï^l 
cro'isaement de M : on peut donc supposer que cet accroissemcut^a 

devicDoe tel que la différence des deus rapports — -^ — , ■— , d*- y 

tienne moindre que toute quantité finie delerminahle j d'où il re- 
suIlB que cette différence devra être regardée couimc nulle par rap- 
port à toutes Ica quantités finies qui entrent dans le calcul, piiisqu elle 
n'a avec ces quantité» aucun rapport assignable : alors l'O dit quels 

grandeur M est infinie . et on néclice m en comparaison de M dans 

1 fliprcBsiou ; les 

caloiil doivent aussi et 
Somblablemcnt , si , M 
deurm diminue continuellement jusqu'à d< 



néglige m en compar 
utrcï quantités finies qui entrent dans lo 

reRardées comme nulles par rapport h M, 
- ■ lies el finie», la gran- 

iruioiudie que ' 
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187. Problème. Connaissant dans une progression géomé^ 
trique trois de ces cinq choses , le premier ternie , le dernier, 
la raison , le nombre des termes , la somme de tous les ter- 
mes, trous^rles deux autres. 

Nommons le premier terme a, 

le dernier. •• u , 

la raison — / 

r 

le nombre des termes. ../ n , 

la somme de tous les termes • • . . • s\ 

on aura (177 et i85) les deux équations 

(A) u =zar^'^ , 

(B) ,= 152:. 

Maintenant^ étant données trois des cinq quantités a,u, 
— , n, s , il s'agit de trouver les deux autres ; d'où résul- 
tent les questions suivantes» 

I. Connoissant a . u . n . troui^er — e^ s. 

r 

L'équation (A) donne ( en divisant tout par a et tirant 
la racine 71 — 1 de chaque membre), r = ^ — . On con- 

noîtra donc aussi — . Substituant la valeur de r dans l'é- 

quation (B) , on aura la valeur de s en grandeurs toutes 
connues. 

II. Connoissant a , — , n, trouver u et s. 

r 

On a d'abord immédiatement u par l'équation (A). Subs* 



M-4-m 
' quantité finie déterminable, le rapport — rj— pourra être regardé 

M 
comme égal au rapport -j^p, pui.«quela différence de ces deux rap- 
ports est inassignable : alors on dit que la grandeur m est infiniment 
petite , et on la néglige par rapport aux quantités Unies qui entrent 
dam le calcul* 
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tUuant pour u sa valeur dans rëquation (B)^ on aura 






^=: . 



I — T 



III. Conrtoissam u y — ^ n , trouver a et s. 



u 



L'équation (A) donne a = . Substituant cette va- 

TL ^^^ IL 7*^ 

leur dans l'équation (B)^ on trouvera 5 = 



■r» 



(i — r)rn-i 

IV. Cormoissant a . u . — . tiroui^er s e^ n.' 

On a d'abord immédiatement ^ par l'équation (B). A l'é- 
gard de l'autre inconnue n , qu'il faudroit tirer de l'équa- 
tion (A)^ on n'a pas de moyen direct pour la déterminer ; 
mais on verra qu'elle se trouve facilement par les prin- 
cipes .du chapitre suivant. 

V. Connoissant a^ u, s^ tromper — , etu» 

L'équation (B) donne —= ' ; on connoîtra donc—. 

* r s — a r 

On tirera n de l'équation (A) par le moyen du chapitre 

suivant. 

VI. Connoissant n • — • s . trouver a e^ u. 

L'équation (B) donne w = . Substituant cette 

r 

CL ~4~ 7*^ I e 

valeur dans l'équation (A)^ on aura zzzar"^'^ '; 

ou 1 on tire a = . 

\ — f^ 

VII. Connoissant a. . — . s . trouver uetn. 

L'équation (B) donne u = . On substituera 

. cette valeur dans l'équation (A); et on trouvera n par le 
chapitre suivant, 

VIII. Connoissant VL , — ^ s, trouvera etn» 
L'équation (B) donne a^=s — rs -{- ur. On substit 



y 



^% SECONDE PARTIE, 

Qette yaleur dans Téqui^tipii (â.)^ et on trouvera /i par le 
chapitre suivant.^ 

IX. Connoissaru 2l y n. s. troui^er — e^u. 

r 

L'ëquation (B) donne m == — — . Substituant cetta 

valeur dans Tëquation (A)^ on aura =ar"-*, 

ou ar" -^a — r5 4.i = o: ëquation du degré /t, qu*on ne 
sait pas résoudre en général. Il est clair que si Ton con- 

ûL ^4~ y*ç """" ç 

noxssoit r, on auroit u par Téquation u = • 

X. Comioissant u . n • s> trouuer — eca. 

En mettant dans Téquation (B) pour a sa valeur 






tirée de l'équation (A), on aura s = -r ^^ , ou ur**-i- 

5(1 — r)r^'^ — «^ = o; équation qiti est encore du degré 
n. Si l'on connoissoit r, 00 auroit a par l'équation (A). 

Je laisse aux lecteurs le soin d'appliquer toute cette 
théorie générale des proportions et progressions à des 
exemples numériques. 



CHAPITRE XL 

Des Logarithmes. 

188. vJn donne ordinairement dans l'Arithmétique la 
théorie des logarithmes ; mais j'ai cru devoir la renvoyer 
ici , parce qu'elle emprunte aujourd'hui de l'Algèbre les 
i^oyqns les plus simples de vérifier et d'étendre les tables 
qui en sont l'objet final. Seulement, je commencerai par 
exposer , sans aucun secours des caractères algébriques , 
la partie immédiatement dépendante des calculs arithmé- 
.tiques ; ensuite je montrerai l'usage de l'Algèbre pour 
simplifier et généraliser les opérations relatives à la cons» 
Ifrùccion des tables. 
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%8g. Cette thf^orie est fondiée sur ta correspondance 
lartjuable qui existe entre la proportion arilhmétifjue 
a proportion géométrique, de même qu'entre ia pro- 
gression arithmétique et la progression géométrique, Ea 
effet , dans Ja proportion arititmétique , on a l'un des ex- 
trêmes , ou des moyens , en retrauchant de la somme dés 
moyens j ou de la somme des extrêmes, l'autre extrême, 
ou l'autre moyen : dans la proportion géométrique on 
a l'un des extrêmes , ou des moyens , en divisant le pro- 
duit des extrêmes, ou celui des moyens, par l'autre ex- 
trême , ou par l'autre moyen. Pareillement j dans la pro- 
gression arithmétique , un terme quelconque est égal au 
premier plus la différence addïtive ou soustractive, ré- 
pétée autant de fois qu'il y a de termes depuis l'un 
jusqu'à l'autre : dans la progression géométrique , un 
terme quelconque est égal au premier multiplié ou divisii 
par la fraction qui a pour numérateur le conséquent 
d'un rapport, et pour dénominateur l'antécédent, au- 
tant de fois qu'il y a de termes depuis l'un jusqu'à l'au- 
tre. D'où l'on voit que les proportions et progressions 
-arithmétiques emploient Taddition et la sonstractioa 
dans les mêmes circonstances où les proportions et pro- 
gressions géométriques emploient la multiplication et la 
di 



I 



igo. Frappé de cette analogie, et considérant d'un autre 
côté que la multiplication et la division sont des opéra- 
tions beaucoup plus longues que l'addition et la soustrac- - 
tioBj le baron de Neper, écossois, qui fleurissoit au com- 
mencement du siècle dernier, imagina de substituer aux 
nombres en progression ou proportion géométrique d'au- 
tres nombres en progression ou proportion arithmétique, 
et de réduire par ce moyen les principales opérations do 
l'arithmétique à de simples additions et soustractions : 
idée très-ingénieuse, qui rend des services immortels à 
toutes les sciences mathématiques, principalement à l'as- 
tronomie. Les derniers nombres s'appellent les li 
mes des premiers. 



a54 SECONDE PARTIE. 

191. Soient donc^ par exemple^ les deux progressions 
qu'on voit ici , 

rune arithraédque, f "7" 3* 5. 7. 9 .ll.lS. etC. 

rwtre géométrique, \ _L. ^ : la ! 36 i 108 : 3^4 : 972 : etc. 

Chaque terme de la suite supérieure est le logarithme du 
terme correspondant de la suite inférieure. Et si ^ dans 
.chacune de ces deux suites^ on prend quatre termes qui 
.se correspondent chacun à chacun^ et qui soient tels qu'il 
.y en ait autant entre le premier et le second qu'entre le 
. troisième et le quatrième , on aura ( i58 et 179) deux pro- 
portions, l'une arithmétique, l'autre géométrique. Toutes 
les opérations dont les termes de la suite inférieure sont 
susceptibles par voie de multiplication et de division , on 
pourra les faire sur ceux de la première, par voie d'ad- 
dition et de soustraction. C'est sur ce principe qu'on a 
dressé des tables , qui contiennent les termes d'une pro- 
gression géométrique poussée plus ou moins loin, avec 
les logarithmes qui leur correspondetit : on appelle ordi- 
nairement ces tables tables de logarithmes. 

192. Il est clair que le choix de la progression géomé- 
trique, et celui de la progression arithmétique corres- 
pondante, sont également arbitraires. Mais , dans les ta- 
bles ordinaires , on a pris pour la progression géométri- 
que la progression décuple H 1 : 10: 100: 1000: etc. , parce 
qu'elle sert de fondement à la numération ; et pour la 
progression des logarithmes la progression aritlîmétique 
des nombres naturels -|- o.i.2.3.4»5. etc. , parce 

' qu'elle est la plus simple de toutes les progressions arith- 
métiques. 

Les termes de la première de ces progressions peuvent 
être regardés comme les puissances successives entières 
du nombre fondamental lo; car i=(io)°; io = (io)'î 
100 = (10)*; 1000 = ( 10)^; ioooo=( 10)* ; etc. ; et les ter- 
mes de la seconde progression comme les exposants suc- 
cessifs du nombre fondamental 10. 

^93. On voit qu'on a d'abord immédiatement les loga« 
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Ethmes de tous les nombres compris dans la progressioi 
géométrique, puisque ces logarithmes ne sont autre choi 
ne les termes correspondants de la progression arithm^' 
tique. Mais entre les deux premiers termes i et lo de la 
progression géométrique il y a les nombres k, 3, ^j 5, 6, 
7, 8, 9 ; entre le second terme lo et le troisième loo il y a 
les nombres ii, 12, i3, 1^ , etc. ; entre le troisième 100'; 
et le quatrième 1000 il y a les nombres 101, 102, io3, etc.; 

I'usi de suite. 11 s'agit donc de trouver les logarithmes dot 
s nombres intermédiaires pour pouvoir les insérer dans 
1 tables. C'est à quoi les premiers calculateurs de ces 
rces de tables sont parvenus à peu près comme il suit. 
194. Imaginons qu'entre tous les termes de la progres- 
în géométrique on insère un même nombre (qui soit 
très -grand ) de moyens proportionnels géométriques j et 
entre tous les termes delà progression arithmétique pareil 
nombre de moyens proportionnels arithmétiques, qui 
correspondront chacun à chacun des premiers ; on aura 
( 181 et 160) deux nouvelles progressions correspondante» 
chacune à chacune. Je suppose, pour fixer les idées, que 
[eux termes consécutifs de chaque progression sont le» 
Ltrémes d'une autre progression qui a 10000000 termes. 
est évident i.° que, dans la progression géométrique, 
l'intervalle de 1 à 10 étant rempli par un si grand nombril 
de moyens proportionnels, il s'en trouvera parmi eux quj 
seront égaux, du moins à peu près, aux nombres 2, 3,1 
4, 5, 6, 7, 8, g. Ainsi on pourra prendre pour logarith- 1 
mes de ces derniers nombres les termes de la progression | 
arithmétique qui répondent à ceux de la progresaio. 
métrique à la place desquels on les substitue. 

a." Le même raisonnement s'applique aux nombres J 
compris dans les intervalles de 10 à ] 00, de 100 à 1 000, etc. ' 
Par conséquent on aura les logarithmes, exacts ou appro- 
chés, de tous les nombres 1, a, 3, 4> ^' ^' 7' ^> 9» ^ 
la, etc. , et on pourra en dresser des tables. Ges tables ne^ 
contiennent que les nombres proposés et leurs logarith- 
mes : on n'y fait pas entrer Us autres moyens propoj 
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tionnels géométriques et arithmétiques , afin d'éviter une 
prolixité qui seroit .d*ailleurs inutile; car nous verrons 
ci- dessous qu*avec les logarithnies des nombres compris 
dans les tables , on peut déterminer lé logarithme de tout 
autre tiombre qui n'y est pas compris. 

igS. Les calculs des logarithmes s'abrègent par la mé- 
thode suivante , qui revient dans le fond à celle que J9 
viens d'indiquer , mais qui va d'ailleurs directement aux 
termes dont on a besoin , sans faire d'autres opérations 
que celles <£(A soùt absolument indispensables. Expli- 
quons -la sur tin exemple*. 

Je su^ypose qu'on tieuille calculer le logarithme dû 
nombre 3^ qui est compris entre les deux premiers termes 
1 et lo de la progression géométrique fondamentale. 

1.^ Considérons i et lo comme les extrêmes d'une pro- 
portion géométrique continue, et les logarithmes corres- 
pondants o et 1 comme les extrêmes d'une proportion 
arithmétique continue correspondante. On aura ( i66) lé 
moyen proportionnel géométrique , en tirant la racine 
quarrée du produit iXio^ou io,et(i55)le moyen pro- 
portionnel arithmétique, en prenant la moitié de la som- 
me de o et de 1 . Or , si Von pousse l'extraction de la racine 
jusqu'au hiiitîètne chiffre décimal, on trouve que le moyen 
proportionnel géométrique approché est 3,16227766; (et 
d'un autre côté le moyen arithmétique entre o et 1 est 
—, ou—^, Qu 0,5. Cette première opération donne un 

moyen proportionnel géométrique plus grand que 3. Le 
nombre 3 est donc compris entre 1 et -ce premier moyen 
proportionnel ; et le logarithme de 3 est compris entre 
et 0,5. 

2.° Considérons i et le premier moyen proportionnel 
géométrique 3,16227766, comme les extîrémes d'uâe pro- 
portion géométrique continue ; et leurs logarithmes o et 
0,5 comme les extrêmes d'une proportion arithmétique 
continue correspondante. Ou trouvera que le moyen pro- 
portionnel géométrique est 1,77827941, et que le moyen 

proportionnel arithmétique est -^, ou ^ ouo,25*Onvoit 
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^■Ébe le second moyen proportiooael géométrique est pluu 
^^Wtitque3; par conséquent le nombre 3 est compris entra' 
^^^ deux premiers moyens proportionnels géométriques^ 
I et le logarithme de 3 est compris entre o,35 et o,5o, qtu 
sont les deux moyens proportionnels arithmétiques c 
respondants. 

3,° Considérons les deux moyens proportionnels géo- 
métriques i,778,'î794i et SjiGaayySS, comme les extrêmes 
d'une proportion géométrique continue, et leurs loga- 
rithmes o,a5 et o,5, comme les extrêmes d'une proportion 
arithmétique continue correspondante. On trouve pour 
troisième moyen proportionnel géométrique le nombra 
ajSyiSySyo, et pour son logarithme le nombre OjSyS. 
D'où l'on voit que le nombre 3 est plus grand que le troi- 
sième moyen proportionnel géométrique , et que son lo- 
garithme est par conséquent aussi plus grand que le frofe 



sieme moyen pri 



moyen proportionn 
dont l'un est pli 



lement du nombre 3 

obtiendra 

d'une unité décimal 



lel arithroétique correspondani 
On continuera ainsi de suite de prendre un nouveai 
éométrique entre deux nombres^ 
grand, l'autre plus petit que 5, et on 
prendra en même temps le moyen proportionnel arith- 
métique correspondant. Par là on approchera continuel- 
à la vingt-sixième opération, on 
bre qui ne diffère pas du nombre 
du septième ordre. Le logarithm 
de ce nombre pourra donc être regardé sensiblemesH 
comme celui de 5. 

Leslogarithmes des autresnombres intermédiaires à ceiÛE 
de la progression géométrique f-j i : lo : loo : looo : etc., 
pourront être calculés de la même manière. 

Il est à propos d'observer qu'après avoir calculé les lo- 
garithmes des nombres ^rewwWi 3,5j7, ii,i3,etc.j les 
logarithmes des nombres com^joîe'j se trouvent parles sim- 
ples additions des logarithmes de leurs facteurs^ comms 
on le verra ci-dessous. 1 

196. Je joins ici une petite table qui contient les nombres*^ 
depuis i jusqu'à aïo avec leurs logarithmes correSpO Pr* _ 
dauts. 
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NoDlll. 


LogirlLlimci. 


Nomb 


........ 


Nomb. 


...,.„... 


I 


0,0000000 


3i 


1,4913617 


6. 


.,7863298 


2 


o,3oio3oo 


32 


i,5o5i5oo 


62 


1,7923917 


3 


0,4771213 


33 


i,5i85i39 


63 


1,7993405 


4 


o,6oao6oo 


34 


1,53.4789 


64 


1,8061800 


5 


0,6989700 
o,778i5i3 


35 


1,5440680 


65 


.,8.29.34 


6 


36 


i,5563o25 


66 


.,81 90439 


7 


0,8450980 


?,l 


1,5682017 


67 


1,8260748 


8 


0,9030900 


38 


1,5797836 


68 


.,8326089 


9 


0,9543425 


39 


.,,5910646 


69 


1,838849. 


lO 


r ,0000000 


40 


1,6020600 


70 


. ,8460980 


II 


1,0413927 


4' 


1,6127839 


71 


1,85.2583 


la 
i3 


i,079i§ia 

1,11.594.54 


^3 


1,6232493 
.,6334685 


7= 
73 


.,8673326 
.,8633229 


H 


1,1461280 


44 


. ,6434527 


74 


1,86923.7 


i5 


1,1760913 


45 


.,6532.20 


7S 


.,87606.3 


(6 


I,i04I£O0 


46 


.,6627578 


76 


1,8808. 36 


17 


i,a3o4489 


47 


1,6720979 


77 


1,8864907 


18 


1,2552725 


48 


.,68,2412 


78 


1,8920946 


'9 


1,2787536 


49 


.,690.96. 


79 


.,897627. 


ao 


i,3oio3oo 


So 


. ,6989700 


80 


.,9030900 


21 


1,322219;' 


Si 


1,7076702 


8. 


1,9084850 


aa 


1,3424227 


52 


.,7.60033 


82 


.,9.38189 


a3 


1,3617278 


53 


1,7242769 


83 


1,9190781 


24 


1,3802II2 


54 


1 ,7328938 


84 


1,9242793 


2.5 


1,3979400 


55 


1,7403627 


86 


1,9294.89 


■ a6 


1,4149733 


56 


.,748.880 


86 


.,9344985. 


ay 


I, 43 1 3638 


S? 


1,7668749 


87 


1,9396.93 


aH 


i,447i58o 


68 


1,7634280 


88 


1,9444827 


29 


1,4620980 


59 


1,7708620 


89 


.,9498900 


3o 


1,47712.3 


60 


1,778.5.3 


9c 


1,9642425 



1 


^^^^^^Fg fe b r e. c h a 


F. X 1. ^^ 


1 




Kumb. 


I^E.™l™,.. 


Nomb. 


Logirllluoe,. 


Nomh 




1 


9' 


1,9590414 


.2. 


2,0827854 


.5. 


s, 1 789769 




92 


1,9637878 


.22 


2,0863598 


l52 


2,1818436 






93 


1,9684829 


123 


2,089900. 


iS3 


2,1846914 






H 


1,9781279 


.24 


2,09342 . 7 


■54 


2,1875207 






go 


.,9777236 


I2S 


2,0969100 


.55 


2,1903317 






96 


.,982271a 


126 


2,.oo37o5 


.56 


2,1931246 






97 


1,9867717 


.27 


2,.o38o37 


167 


2,1 9 '^8997 






98 


.,991226. 


128 


2, .072100 


.58 


2,1986571 






99 


1,9956352 


,29 


2,1105897 


.59 


2,2013971 






100 


2,0000000 


.3o 


2,1189434 


160 


2,2041200 




lOI 


2,00432.4 


i3i 


2,1 .72718 


.6. 


2,io6Ba59 




102 


2,0086002 


l32 


2,. 205739 


.62 


2,209,5 i5o 






io3 


2,0.28372 


.33 


2,12385.6 


.63 


2,21 a 1876 


■ 




104 


2,0.70333 


.34 


2,1271048 


.64 


2,2148488 


■ 




icS 


2,0211893 


.35 


s,i3o3338 


.65 


2,2174889 


■ 


■ 


,ioS 


2,0253o59 


.36 


2, 1335389 


166 


2,2201081 




H I07 


2,0293838 


iSy 


2,1367206 


,67 


2,2227165 




VioB 


2,0334238 


.38 


2,1398791 


.68 


2,2253093 




. 


■ 09 


2,0874265 


.39 


2,1430.48 


.69 


2.2278867 


m 




110 


2,o4i39£7 


140 


2, 1 46 1 280 


170 


2,2304489 


1 


.11 


2,0453230 


141 


2,1492191 


171 


2,2329961 




112 


2,0492.80 


.42 


2,. 522883 


172 


2,2355284 


,M 




1.3 


2,053078^ 


.43 


2,. 553360 


.73 


2,2880461 


M 




114 


2,0569049 


■4* 


2,. 683625 


'74 


2,240.5492 


;■ 




iiS 


2,060697^ 


14S 


2,16. 368o 


,75 


2,2480880 


M 




116 


2,0644580 


,46 


2,1643529 


.76 


3,2455127 


V 




117 


2,068.859 


'47 


2,1673.73 


177 


2,2479733 


■ 




<[8 


2,0718820 


.48 


2,17026.7 


.78 


2,2504200 


■ 




119 


2,0750470 


.40 


2,. 73 .863 


'79 


2,25a853o 


: ^ 




120 


2,079.8.2] .5o 


2,. 7609. 3 


180 


2,25527^.'^ 


M 


1 


l_ 


3 


I 



2.6o 
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Nomb. 

i8i 


Logarilbmes. 

9 


Nomb. 

19c 


Logarithmes. 


Nomb. 
201 


Logarithmes. 


^,2576706 


2,2810334 


2,3o3l96l 


i8a 


2,2600714 


192 


2,2833of2 


202 


2,3o535i4 


1 83 2,26245 1 1 


193 


2,2800573 


2o3 


2,3074960 


184 2,2648178 


194 


2,2878017 


204 


2,3o963o2 


i85 12,2671717 


196 


2,2900346 


2o5 


2,3117539 


186 2,2695129 


196 


2,2922561 


206 


2,3 138672 


187 


2,2718416 


197 


2,2944662 


207 


2,3 1 59703 


188 


2,2741578 


198 


2,2966652 


208 


2,3i8o633 


189 


2,2764618 


199 


2,2988531 


209 


2,3201463 


190 


2,2787536 

1 


200 


233oio3oo^ 


210 


2,3222193 



197. La table précédente n'est qu'un commencement ; 
, celles dont on fait usage sont poussées l?eaucoup plus loin. 
Il y en a qui contiennent les logarithmes des nombres de- 
puis 1 jusqu'à 10000 : telles sont les tables portatives que 
La Caille a fait imprimer en petit i/i-8°. On en trouve qui 
donnent les logarithmes des nombres jusqu'à 20000. D'au- 
tres plus étendues contiennent les logarithmes des nombres 
depuis 1 jusqu'à 100000, et même jusqu'à 102000: telles 
sont les grandes tables d*Ulacq, înr-folio, et celles de Gar- 
diner, grand in-^.° ; les unes et les autres sont recomman* 
dables par leur exactitude. Celles d'Ulacq donnent les 
logarithmes avec dix chiffres décimaux ; mais on ne les 
trouve plus que difficilement, et elles coûtent fort cher. 
Celles de Gardiner sont très - commodes ; on y trouve 
expressément les logarithmes des nombres qui n'ont pas 
plus de cinq chiffres , et sans beaucoup de peine les loga- 
rithmes des nombres qui ont six ou sept chiffres et au-delà; 
d'ailleurs elles sont devenues fort communes depuis la 
zïouvelle édition qui en a été donnée à Avignon en 1770, 
pkr les soins de Dumas et de Pezenas, avec des additions 
t près-utiles. 
I Les nô»*'- " tables de Callet; que le C. Firmin Didot 
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a fait imprimer avec un goût et un désintéressement qui 
méritent la reconnoissance publique , ne laissent rien à 
désirer. On y trouve les logarithmes des nombres depuis 
1 jusqu^à 108000 ; les logarithmes des sinus et tangentes 
de seconde en seconde pour les cinq premiers degrés^ de 
dix secondes en dix secondes pour tous les degrés du quart 
de cercle; et^ suivant la nouvelle division centésimale^ de 
dix-millième en dix-millième. Elles sont précédées d'un 
discours sur la théorie et l'usage des logarithmes ^ et ter- 
minées par de nouvelles tables plus approchées , et de plu- 
sieurs autres tables utiles à la recherche des longitudes en 
mer^ etc. 

ig8. Chaque logarithme est composé de deux parties^ 
Tune qui est un nombre entier, Tautre qui contient des 
fibres décimales. L'entier s'appelle la caractérisque du 
logarithme. Cette caractéristique contient toujours au- 
tant d'unités , moins une , que le nombre auquel appar- 
tient le logarithme contient de chiffres. Ainsi les logarith- 
mes des nombres depuis 1 jusqu'à 9 inclusivement ont o 
pour caractéristique ; depuis 10 jusqu'à 99 ils ont 1 pour 
caracté3:'istique ; depuis 100 jusqu'à 999 ils ont 2. pour ca- 
ractéristique ; depuis looo jusqu'à 9999 ils ont 5 pour ca- 
ractéristique; etc. Il est clair, en effet, que o étant le loga- 
rithme de 1 , et I étant le logarithme de 10 , tout nombre 
compris entre 1 et 10 aura un logarithme plus grand que 
o et moindre que 1 ; ce logarithme ne pourra donc con- 
tenir que des parties décimales. De même, 2 étant le lo- 
garithme de 100, tout nombre compris entre 10 et loo 
aura un logarithme plus grand que 1 et moindre que ^ ; 
ce logarithme contieudra donc une unité suivie de parties 
décimales; ainsi de suite pour les autres nombres compris 
entre 100 et 1000, entre 1000 et 10000, etc. D'après cette 
remarque il est facile de suppléer la caractéristique dans 
les tables , lorsqu'elle ne s'y trouve pas. 11 y a effective- 
ment des tables, comme par exemple celle de Gardiuer,, 
où l'on a jugé à propos de la supprimer. 
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Usage des tables de logarithmes pour les calculs 

numériques* 

igg. II est évident, par la formation des tables des loga- 
rithmes^ que si, dans la suite des nombres i, z, 3, 4, 5, 6, 
7, etc., on prend quatre termes qui forment une propor- 
tion géométrique, les quatre logarithmes correspondants 
formeront une proportion arithmétique. Car, si on avoit 
écrit dans les tables tous les nombres qu'elles renferment 
implicitement, on auroit deux progressions correspon- 
dantes terme à terme, Tune géométrique, l'autre arith- 
métique. Or, quatre nombres pris dans la première étant 
supposés en proportiongéométrique,ily a nécessairement 
(^79) autant de termes entre le premier et le second qu'en- 
tre le troisième et le quatrième, puisque le second doit 
être composé du premier et de la raison de la progression, 
exactement de la même manière que le quatrième est com- 
posé du troisième et de la même raison. Donc aussi, dans . 
la progression arithmétique, il y aura même nombre de 
termes entre le premier logarithme et le second qu'entre 
le troisième et le quatrième; et par conséquent (i58) ces 
quatre logarithmes formeront une proportion arithmé- 
tique. 

Cela posé , rien n'est plus facile à comprendre que les 
Tiisages des logarithmes. Ils se réduisent tous, dans le fond, 
4 deux ; savoir , à changer la multiplication en addition , 
€t la division en soustraction. Voici comment ces deux 
opérations s'exécutent. 

aoo. Problême I. Multiplier deux nombres Vunpar Vautre. 

Cherchez dans les tables les logarithmes de ces deux 

Nombres, additionnez ensemble ces logarithmes, vous 

•formerez pat là une somme qui est le logarithme du pro- 

^uit cherché; de manière que, prenant dans les tables 

'o nombre auquel répond ce nouveau logarithme, il sera 

« produit des deux nombres proposés. Car, dans toute 

'M^tiplication, l'unité, le multiplicateur, le multiplicande 

♦t le produitj forment une proportion géométrique, puis- 
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que le produit contient le multiplicande autant de fois 
que le multiplicateur contient Tunitë. Ainsi ^ toutes les 
fois qu'on veut avoir le produit de deux nombres , on 
cherche réellement le quatrième terme de cette propor- 
tion. Qt, à ces guatres termes en proportion géométrique 
répondent quatre logarithmes en proportion arithmé* 
tique. Donc, pour avoir le logarithme du produit, il faut 
(i55) ajouter ensemble les logarithmes du multiplicande 
et du multiplicateur, et retrancher de la somme le loga- 
rithme de l'unité. £t comme le logarithme de Tunité est 
zéro, la soustraction est toute faite; de sorte que le loga- 
rithme du produit est simplement égal à la somme des 
logarithmes de ses facteurs. 

Si Fimité avoit eu pour logarithme un autre nombre 
que zéro , il auroit fallu retrancher réellement ce loga- 
rithme de la somme des logarithmes du multiplicande et 
du multiplicateur. C'est pour s'épargner cette soustrac- 
tion qu'on a fait répondre le terme o de la progression 
arithmétique des logarithmes au terme i de la progression 
géométrique. 

Par exemple , qu'on ait à multiplier le nombre 345 par 
s3, on opérera ainsi : 

Le logarithme de 3^5 est 2,5378191 

celui de ^3 est 1,3617278 

la somme de ces deux logarithmes est 3,8995469 

On trouve dans les tables qu'au logarithme 3,8995469 
répond le nombre 7935, qui est par conséquent le produit 
de 345 par 23. 

201 . Corollaire I. Puisque le logarithme d'un produit 
est toujours égal à la somme des logarithmes de ses fae- 
teurs , il s'ensuit qu'en augmentant d'une unité, de deux 
unités , de trois unités , etc. , la caractéristique du lo- 
garithme d'un nombre, on aura le logarithme du pro- 
duit de ce nombre multiplié par 10, ou par loo, ou par 
1000, etc. ; car les facteurs lo, 100, 1000, etc., ont 
logarithmes les. nombres entiers i^ a^ 3j^ etCi Aisd 



I 
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exemple^ le nombre 34 ayant pour logarithme ij53i479g; 

le nombre ^40 a pour logarithme 2,5314789, 

le noinbre 3400 a pour logarithme 3,5314789, 

le nombre 34000 a pour logarithme 4,5314789, 

etc. 

aoa. Corollaire II. Il suit du même principe, 1.° que 
pour «>lever un nombre au quarré il faut doubler son 
logarithme ; ce double est le logarithme du (juarré. Car 
ëlerer un nombre au quarré n'est autre chose que multi- 
plier ce nombre par lui-même. 

Par exemple, pour quarrer i5, je prends son loga- 
rithme qui est ijiyGogiSj je le double, et j'ai 2,35ai8a6. 
A ce dernier logarithme répond le nombre 2^5, qui est la 
guarr^ de i5. • 

a." Que, pour élevpr un nombre au cube, il faut triplar 
son logarithme ; ce triple sera le logarithme du cube. Car 
élever un nombre au cube n'est autre chose que multi- 
plier ce nombre deux fois de suite par lui-même. 

Ainsi, pour cuber 1 5, je triple son logarithme 1,1760913; 
ce triple est 3,5282739, logarithme auquel répond le nom- 
bre 3575, qui est le cube de i5. 

3.° Que, pour élever uq nombre à la quatrième, cin- 
quième, sixième, etc. puissance, il faut quadrupler, quin- 
tupler, sextupler, etc. son logarithme. 

ao3. Corollaire III. Donc réciproquement, pour avoir 
le logarithme de la racine quarrée, il faut prendre la moi- 
tié du logarithme du quarré; pour avoir le logarithme de 
la racine cube, il faut prendre le tiers du logarithme du 
cube; etc. 

Par exemple, si on me demande la racine quatrième 
de 81 , je chercherai dans les tables le logarithme de 81. 
Ce logarithme est 1,9084850. J'en prends le quart qui est 
0,4771312; et je trouve qu'à ce dernier logarithme répond 
le nombre 3, qui est la racine cherchée. 

Lorsque le nombre dont on demande une racine n'est 
pas une puissance parfaite de cette racine, le logarithme 
de la racine ne se trouve qu'eu partie daa&les tables; alors 
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oa ne peut trouver la racine que par approximation , 
Gomine on le yerra ci -dessous. 

aè4« Problème II. Diçiser un nombre par un autre. 

•Cherchez dans les tables les logarithmes du dividende 
et du diviseur ; retranchez le second logarithme du pre- 
mier , le reste sera le logarithme du quotient ; car le di- 
vidende étant égal au produit du diviseur par le qut>tient^ 
il s'ensuit (200) que le logarithme du dividende est égal à 
la somme des logarithmes du diviseur et du quotient ^ et 
que par» conséquent le logarithme du quotient est égal à 
la différence des logarithmes du dividende et du diyiseur. 

Qu'on ait, par exemple, à diviser gSa par 34; on opé- 
rera ainsi: 

Le logarithme de gSâ est 2^9786370 

celui de 34 est 1,5314789 

la différence de ces deux logarithmes est . . . i,447^^^^ 
On trouve dans les tables qu'à ce dernier logarithme 
1,4471 58 1 répond le nombre 28 , qui est le quotient 
cherché. 

Lorsque le dividende n'est pas exactement divisible par 
le diviseur, le logarithme du quotient ne se trouve qu'en 
partie dans les tables. Nous expliquerons tout-à-l'heure 
comment elles servent à trouver le quotient approché. 

2o5. Corollaire I. Le logarithme du quotient étant tou- 
jours égal à l'excès du logarithme du dividende sur le 
logarithme du diviseur , il est clair que si de la caracté- 
ristique du logarithme d*un nombre on retranche une 
unité, deux unités, trois unités, etc., on aura le loga- 
rithme du quotient du nombre proposé divisé par 10, ou 
par 100, ou par 1000, etc. Ainsi, par exemple, le nombre 

34000 ayant pour logarithme 4^^^^^7^9 

le nombre -fl22£. ou 3400 a pour logarithme . • 3,53i47°9 

le nombre -^^^ ou 340 a pour logarithme . . 2,53i47^9 

le nombre ^~- ou 34 a pour logarithme . . i,53i47r 

le nombre — ^ ou 3^4 a pour logarithme . . o,53i49 
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206. Corollaire II. Lorsque dans une proportion , ou 
règle de trois ^ on connoit trois termes^ et qu'on veut dé- 
tiirminer celui qui manque , par le moyen des logarith- 
mes; si ce terme est un extrême^ il faut ajouter ensemble 
les logarithmes des moyens^ et retrancher de la somme le 
logarithme de Tautre extrême ; le reste sera le logarithme 
de Textréme cherché : et si le terme inconnu est un moyen, 
il faut ajouter ensemble les logarithmes des deux extrêmes, 
et retrancher de la somme le logarithme du moyen connu; 
le reste sera le logarithme du moyen cherché. Tout cela 
est clair (aoo et 204), puisque, dans une proportion géo- 
métrique, un extrême est égal au produit des moyens di- 
visé^ar l'autre extrême, et un moyen est égal au produit 
des extrêmes divisé par l'autre moyen. 

Supposons, par exemple, qu'on demande le quatrième 
terme d'une proportion géométrique qui commence par 
les trois nombres 9, 27, 64; l'opération se fera ainsi : 

4e logarithme de 27 est i,43i5638 

le logarithme de 54 est 1,7323938 

Somme • • 3,1637676 

le logarithme de 9 e«t • 0,9642425 

rwie . , 3,20961 5 1 

A ce logarithme 2,2096161 , qui est l'excès de la somme 
des logarithmes des moyens de la proportion sur celui de 
l'extrême 9, répond le nombre 162, qui esitle quatrième 
terme cherché ; en sorte que la proportion complète est 
9:27:164:162. 

207, Problème III. Déterminer le logarithme d'un nombre 
qui n est pas dans les tables. 

On a quelquefois besoin des logarithmes de certains 
nombres qui ne sont pas dans les tables : tels sont les nom- 
bres qui excèdent l'étendue de ces tables,.les nombres com- 
posés d'entiers et de fractions, et les nombres purement 
fractionnaires. Je vais expliquer ce qu'il faut faire dan^ 
ces différents cas; et, pour me rendre plus clair, je rai- 
sonnerai sur des exemples. 
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ao8. Exemple I. Trouver le logaritlutie du nombre 788873 
qui excède âoooo. 

Je suppose qu'on ait entre les mains des tables dont les 
nombres naturels aillent seulement jusqu'à 20000. 

En séparant vers la droite par une virgule les deux der- 
niers chiffres du nombre proposé, on a (Arith. ao)le nom- 
bre 100 fois plus petit 7888,73, dont la partie 7888 est 
comprise dans les tables. Je prends la différence des lo- 
garithmes des deux nombres 7888 et 7889 qui se suivent 
immédiatement; cette différence est o,oooo55i. Ensuite, 
considérant que les différences des nombres qui ne dif- 
fèrent pas beaucoup entre eux peuvent être supposées 
sensiblement proportionnelles (1) à celles de leurs loga- 
rithmes, je me propose cette règle de trois : si, pour 1, 
différence des-deux nombres 7888 et 7889, on a o,oooo55 j 
pour différence de leurs logarithmes, combien pour 0,78, 
différence des deux nombres 7888,73 et 7888, aura-t-on 
pour la différence de leurs logarithmes ? Ainsi cette der- 
nière différence est le quatrième terme de la proportion 
suivante, 1 : 0,73 :: o,oooo55i : x. On trouve que le qua- 
trième terme x est 0,000040223, ou bien, en rejetant les 
deux dernières figures décimales, 0,0000402. Ajoutant ce 
XLom bre à 3,8969669, logarithme de 7888, ou aura 3,897007 1 
pour le logarithme de 7888,73. Donc (2o5), en ajoutant 2 
unités à la caractéristique, on aura 6,8970071 pour le loga- 
rithme du nombre proposé 788873, qui est 100 fois plus 
grand que 7888,73. . 

209. Exemple II. Soit le nombre 12 -+-f , comfwsé d'un en^ 
ticr et d^urue fraction , dont on demande le logarithme. 

Je réduis l'entier 12 en une fraction qui ait 3 pour dé- 
nominateur; par ce moyen le nombre proposé devient 
^ -f- 7, ou ^. Or, la fraction ^ n'est autre chose que le 
quotient de 38 divisé par 3 ; donc le logarithme du nom- 
bre proposé est égal à la différence du logarithme de 36 

(i) Cela est clair à Finspe cHon d*unc ligne coarbe appelée 1o^ 
rithmique , dont on trouve la description et les propriétés dansi 
Traité des Calculs différentiel et intcgraL Tom. I. 
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et du logarithme de 3; cette différence se trouve ainsi: 

logarithme de 38 i^SygySSS- 

logarithme de 3 0^4771213 

Différence oa reste . , 1,1026623 

Si les termes de la fraction résultante n'étoient pas 
compris dans les tables , on détermineroit leurs logarith- 
mes par la méthode de l'exemple précédent. Par exemple, 
si on avoit le nombre 38 -h t^, ou -^tF • comme le numé- 
rateur de la fraction ^-jf^ n'est pas compris dans les tables 
que je suppose n'aller que jusqu'à 20000, on déterminera 
le logarithme de ce terme comme tout-à-l'heure , et on 
trouvera qu'il est 4>3428370, dont retranchant 2,7626786, 
logarithme de 679, reste i^58oi584 pour le logarithme de 

ii ou de 38 -+-7^ 
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210. Exemple III. Soit le nombre purement fractionnaire 
7 dont il faut troui^er le logarithme. 

Toute fraction étant le quotient du numérateur divisé 
par son dénominateur, le logarithme d'une fraction est 
égal au logarithme du numérateur moins le Iqgarithme 
du dénominateur. Mais, comme ici le logarithtue du dé- 
nominateur est plus grand que celui du numérateur et ne 
peut par conséquent en être retranché, j'observe que la 
fraction | est la même chose que le quotient de i divisé 
par la fraction inyerse f. Ainsi log. | = log. 1 — log. | = 
o — log. y; d'où l'on voit que log. 1 = — log. |. 

Le signe — indique que dans toutes les opérations de 
oalcul où entrera le logarithme de la fraction |- plus pe- 
tite que l'unité, il faudra y substituer, par voie de sous- 
traction, le logarithme de la fraction renversée 7 plus 
grande que l'unité. 

. AiajUj par exemple, qu'on ait à multiplier le nombre 36 

Btfraotion 7. De i,5563o25, qui est le logarithme de 

hBtranche 0,4^59687, qui est le logarithme de |, le 

So3338 est le logarithme du produit. En effet , 

gSS.pV \ n'est autre chose que diviser 36 par la 

îfjewef idoDclogarit. (36 X ^) = log. 36— log. ^ 

»38. 
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J211. Remarque. Il 7 a moyen d'ëviter les logarithmes 
négatifs dans le calcul des fractions^ et c'est ce qu'on fait 
ordinairement : voici comment. 

Le numérateur d*une fraction étant supposé plus petit 
que le dénominateur^ cherchez le logarithme du numéra- 
teur dans les tables^ et augmentez sa caractéristique d'un 
certain nombre d'unités. Ce nombre est arbitraire, et dé- 
pend du degré de précision qu'on veut mettre dans un 
calcul. Seulement il doit être assez grand pour qu'on ait 
un logarithme dont on puisse retrancher le logarithme du 
dénominateur : faites cette soustraction , vous aurez pour 
reste un logarithme qui sera égal (201) à celui du produit 
de la fraction par 10, ou par 100 , ou par 1000, etc.^ seloQ 
que vous aurez ajouté à la caractéristique du logarithme 
du numérateur une unité , deux unités , trois unités^ etc. 
Lorsque vous serez arrivé à la conclusion du calcul^ vous 
tiendrez compte de cette multiplication , et vous aurez 
soin de faire dans les résultats les réductions convenables. 

Ainsi , pour la fraction \ je cherche le logarithme du 
numérateur 3 , qui est 0,477 1^1 3. J'augmente sa caracté- 
ristique de 3 , par exemple ; et j'ai 3,477i^i3. De ce loga- 
rithme, je retranche celui de 8, qui est o^goSogoo. Le reste 
est a,574o3i3 , logarithme du produit de la fraction 7 mul- 
tipliée par 1000. 

Cela posé , si on avoit pour objet d'évaluer la fraction 4 
en parties décimales, on chercheroit dans les tables le 
nombre (exact ou approché) auquel répond le logarithme 
3,574o3i3. Ce nombre est 375 ; et comme il est 1000 fois 
plus grand que la fraction i ) on doit le rendre 1000 fois 
plus petit, et par conséquent y séparer trois chiffres dé- 
cimaux vers la droite, pour avoir la valeur de cette frac- 
tion , qui est ainsi la même chose que 0,375. 

S'il s'agissoit de multiplier la fraction | par 36: an loga- 
rithme préparé 2,574o3i3 on ajouteroit le logarithme de 
36 qui est i,5563o25, et on auroit pour somme 4,1 3o3338j 
logarithme auquel répond le nombre i35oo, qui est looo 
fois plus grand que le produit de la fraction \ par 36. Ce 
produit est donc i3,5op ou i3,5. 
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fi\2*SchoUeI, La même méthode s'applique d'une même 
manière très-commode à la multiplication et à la division 
des fractions , pour avoir les produits ou les quotients en 
parties décimales. 

Qu'on ait à multiplier la fraction ^ par la fraction {, 

c'est-à-dire, à trouver la valeur de la fraction-produit 

S X 3 

■ J'ajoute ensemble les logarithmes de 5 et de 3; la 

7^4- 

somme 1,1760913 est le logarithme du numérateur delà 

fraction-produit : de même j'ajoute ensemble les logari- 
thmes d« 7 et de 4 9 1& somme ifé^^jiS^o est le logarithme 
du dénominateur de la même fraction. J'augmente, par 
exemple de 4> 1& caractéristique du logarithme 1^1760913,* 
et j'ai 5,1760913, dont retranchant 1,4471580, reste 
5,7289333; ce reste est le logarithme d'un nombre 10000 
fois plus grand que le produit des deux fractions propo- 
sées. O^ ne trouve pas entièrement dans les tables le loga- 
rithme 3,7289333 ; et nous Verrons bientôt ce qu'il faut 
faire en pareil cas , lorsqu'on veut mettre beaucoup de 
précision dans un calcul. Ici nous nous contenterons de 
prendre le nombre auquel répond dans les tables le loga- 
rithme le plus voisin de 3,7289333. Ce nombre est 5357 , 

qu'on peut regarder, du moins à peu de choseprès, comme 

5x3 
le produit de la fraction — — multiplié par loooo. Donc 

la valeur de cette fraction est o,5357 sensiblement ; Ter- 
reur ne va pas à rrrrf 

Qu'on ait à diviser la fraction { par la fraction f , c'est- 

à-dire , à trouver la valeur de la fraction-quotient ^ • 

J'ajoute ensemble les logarithmes de 5 et de 4 ; ^^ somme 
i,3oio3oo est le logarithme du produit 5X4* De même 
j'ajoute ensemble les logarithmes de 7 et de 3 ; la somme 
1,3202193 est le logarithmeduproduit7 X 3. J'augmentede 
. 3 la caractéristique du premier de ces logarithmes; et j'ai 
4,3o^o3oo, dont retranchant 1,3222193, reste 2,9788107 
fui .€Wt le logarithme du produit de la fraction-quotient 

"^tr 1000. Le nombre auquel répond ce 
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logarithme le plus prochainement dans les tables est gSs. 

Ainsi la valeur de la fraction-quotieUt ^ est 0^962 k 

moins de r~ près. 

ai 3. SchoUell. Tout entier pouvant être regardé comme 
une fraction qui aFunitëpour dénominateur^ tandis qu'il 
en est le numérateur^ on opérera d'une manière semblable 
pour la multiplication et la division des entiers par des 
fractions j ou des fractions par des entiers. 

ai4« ScJiolie III. L'extraction des racines des fractions 
n'a pas plus de difficulté. Voici la règle générale qu'il faut 
suivre pour avoir ces racines approchées jusqu'à telle 
unité décimale qu'on voudra. 

Pour extraire la racine quarrée, cube, quatrième, etc., 
d'une fraction , augmentez la caractéristique du loga- 
rithme du numérateur, de deux fois, trois fois, quatre 
fois, etc. , autant d'unités que vous vo.ulez avoir de chiffres 
décimaux à la racine. Du logarithme ainsi préparé du nu- 
mérateur , retranchez celui du dénominateur ; prenez la 
moitié, ou le tiers, ou le quart, etc. , du reste ; cherchez 
dans les tables le nombre auquel répond ce nouveau loga- 
rithme, et séparez-y vers la droite autant défigures déci- 
males que vous vouliez en avoir. Le nombre résultant sera 
la racine cherchée. 

Démontrons eette règle pour les racines quarrée et 
cube ; on raisonnera semblablemeut pour les racines 
supérieures. Nous nous ferons bien entendre par des 
exemples. 

21 5* Exemple I. Soit la fraction \ dont on demande la 
racine quarrée à Moins d*un millième près* 

Suivant cette condition la racine doit contenir trois 
figures décimales , et par conséquent le quarré en doit con- 
tenir six. Il faut donc changer la fraction 7 en celle-ci 

g . Or, en augmentant, conformément à la 7 

proposée , la caractéristique du logarithme du nom 
de MX unités^ et rej^ranchant ex^suice d^ ce logarith^ 
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logarithme de 8 ^ on a (201} le logarithme de la fraction f 
multipliée par 1000000^ c'est-à-dire, de ~ °;°''° . Donc la 
moitié de ce logarithme est celui de la racine de | multi- 
pliée par 1000. Donc , en séparant vers la droite par une 
virgule trois figures décimales dans le nombre auquel ré- 
pond cette moitié , on aura la racine de 4 à moins de 777; 
près. On trouve ainsi que cette racine est 0,612. 

216. Exemple IL Tirer la racine cube de la même Jra4> 
non 7 à moins de 77V7 près. 

Suivant cette condition la racine doit contenir trois 
figures décimales , et par conséquent le cube en doit con- 
tenir neuf. Nous changerons donc la fraction 7 en celle-ci 

• 3,000000000 ^ 1 f «1 
g • Cela pose , en augmentant , comme notre règle 

le prescrit , la caractéristique du logarithme de 3 de neuf 
unités , puis soustrayant le logarithme du dénominateur 
8, nous aurons le logarithme de la fraction ^"""V*"**" * 
Donc, le tiers de ce logarithme est celui de la racine cube 
de la même fraction. Jbonc , si nous séparons trois figures 
.décimales dans cette racine , nous aurons celle de la frac- 
tion 7 suivant la condition prescrite. On trouve ainsi que 
cette racine est 0,722 , à moins de 75V7 près. 

217. Scholie IV* Toutes les opérations que nous venons 
d'enseigner pour les fractions ordinaires sont encore plus 
faciles pour les fractions décimales. 

Qu'on ait, par exemple, à multiplier un certain nombre 
par la fraction décimale 0,459. J'imagine que la virgule du 
multiplicateur est supprimée ; je cherche dans les tables le 
logarithme de 459 , je l'ajoute à celui du multiplicande, et 
quand le produit est trouvé, j'y sépare trois chiffres vers 
la droite par une virgule, parce qu'en supprimant la vir- 

.gule du multiplicateur j'ai rendu le produit 1000 fois trop 
grand. 

Il est clair que si le multiplicande et le multiplicateur 
contenoieîit des parties décimales, il faudroit, après avoir 

#rouvé le logarithme du produit comme si les facteurs 
^e cont^nQient pas de parties décimales , séparer dans 1# 
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nombre correspondant à ce logarithme autant de figures 
dëdmales qu'il y en avoit en tout dans les deux facteurs 
de la multiplication. 

Qu'on eût à diviser un certain nombre par 0,/^Sg , il fau- 
droit retrancher du logarithme du dividende celui de 459; 
ensuite le nombre auquel re^pond la différence de ces deux 
logarithmes étant trouvé^ on le reculeroit de trois places 
vers la gauche pour avoir le quptient demandé. 

Faut -il tirer la racine quarrée de la fraction décimale 
0,273 , de manière qu'elle ne diffère pas de tzttz de la vraie 
racine ? Comme on veut avoir des dix-millièmes à la racine; 
je donne huit figures décimales à la fraction proposée^ en 
remplissant les places de la droite par des zéros , ce qui 
n'en change pas la valeur. Par ce moyen la fraction déci-> 
jnale 0,273 devient 0,27300000. J'imagine que la virgule 
est supprimée , et je cherche le logarithme de 27300000 ; 
ce logarithme est 7,4361627 , dont la moitié est 3,7i8o8i3. 
A ce dernier logarithme répond le nombre 5225« Séparant 
dans ce nombre quatre figures décimales ver^a droite, on 
aura 0,6226 pour la racine cherchée. 

• Demande-^t-on la racine cube de 0,04, à moins de 
près? j'écris la fraction décimale sous cette forme 
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0,640000000 ; et je cherche le logarithme de 40000000. Ce 
logarithme est 7,6020600 , dont le tiers est 2,5340200. A ce 
logarithme répond le nombre 342. Je sépare dans ce nom- 
bre trois figures décimales vers la droite par une virgule, 
et j'ai 0,342 pour la racine cherchée. 

ai8. Problème IV. Déterminer un nombre dont le loga- 
rithme h* est pas dans les tables* 

Il arrive souvent (et nous en avons vu des exemples) 
que par le résultat d'un calcul de logarithmes on est mené 
à des logarithmes qui ne se trouvent pas entièrement, mais 
seulement en partie , dans les tables. Alors, pour détermi- 
ner les nombres auxquels appartiennent ces logarithme 
on a besoin des moyens que nous allons expliquer. 
. 1 .*î Si un logarithme ne diffère que d'une unité décin 
du dernier ordre, d'un logarithme pris dans les tabl 

Algèbre. v% 
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cette diffërence doit être regardée comme nulle, parce que 
le dernier chiffre des logarithmes dans les tables n'est 
•exact qu'à 7 unité près de cet ordre. Ainsi Je nombre qui 
répond au logarithme des tables pourra être regardé comme 
celui auquel appartient le logarithme proposé. 

3.« Supposons un logarithme qui diffère de plusieurs 
parties décimales d'un logarithme pris dalis les tables ; par 
exemple, soit le logarithme 3^8999777, et qu'il s'agisse de 
déterminer le nombre auquel il appartient : en cherchant 
dans les tables je trouve que ce logarithme tombe entre les 
logarithmes des deux nombres voisins 7942 et 7943. D'où 
je conclus d'abord que 7942 ^&t le nombre entier qui sera 
ici la partie principale du nombre demandé. Pour avoir 
la partie fractionnaire qu'il faut ajouter à ce nombre en- 
tier, je prends la différence des logarithmes dejs deux nom- 
bres 7943 et 794a ; elle est o^oooo547 > J® prends la diffé- 
rence du logarithme proposé 3^8999777 et du logarithme 
de 794^9 elle est 0,0000478. Ensuite je fais cette propor- 
tion , qui est fondée sur le principe déjà employé (:2o8), 
0,0000547 * 0,0000478 : : 1 : j? , ou bien 647 > 478 • • i : x. Le 
quatrième terme x, qui a pour valeur 4t7, est la fraction 
qu'il faut ajouter au nombre 794^ , pour avoir le nombre 
auquel répond le logarithme proposé 3,8999777. Cette 
fraction réduite en parties décimales est à peu près 0,874. 
Ainsi le nombre cherché est 7942 ^77, ou 7942,874. 

Si le logarithme dont on veut avoir le nombre étoit 
1,8999777 , qui ne diffère du précédent que par la carac- 
téristique , il sera avantageux de le chercher dans les tables 
^vec la caractéristique 3, plutôt qu'avec la caractéristique 1 . 
(Je suppose toujours que les tables qu'on a ne vont que 
jusqu'à 10000 ou 20000). Alors on aura tout d'un coup le 
nombre cherché, exprimé jusqu'aux centièmes; ce nombre 
est 79,43* JTécris 43 centièmes , et non pas 4^ centièmes : 
car on voit au premier coup-d'œil en regardant les tables, 
que le logarithme 8,8999777 est plus voisin du logarithme 
de 7943 que de celui de 7942. 

Si on a besoin d'exprimer le nombre demandé avec une 
çIm grande exactitude^ on cherchera les autres chiffres 
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décimaux comme ci-dessus^ en faisant la proportion ^ 647: 
478 :: o^oi (excès de 79,4^ ^^^ 79*4^)'^* ^^ trouve que x, 
exprimé avec une seule figure décimale significative est 
0,008; avec deux ^0^0087; avec trois, 0,00874; etc. Ainsi 
la valeur du nombre cherché est , avec deux figures déci- 
males , 79,4^ , ou plus exactement 79,4^ ; avec trois figures, 
79,428 ; avec quatre , 79,4287 ; avec cinq , 79^42874 ; etc. 

Considérons un autre exemple. Qu'il s'agisse de trouver 
le nombre auquel appartient le logarithme 0,7122402. Je 
cherche ce logarithme dans les tables avec la caractéris- 
tique 3 ; je trouve que sa place est alors entre les loga- 
rithmes de 5i 55 et de 5 1 56, et que la fraction qu'il faudroit 
ajouter à 5i55 est -J—, ou à peu près o,i36. Ainsi, si le 
logarithme proposé avoit eu réellement 3 pour caractéris- 
tique, le nombre cherché auroit été 5i55,i36; mais ce 
logarithme ayant o pour caractéristique, cela montre que 
le nombre auquel il appartient ne doit avoir qu'un seul 
chiffre parmi les entiers , ou à la gauche de la virgule , et 
que par conséquent tous les autres chiffres trouvés sont 
des décimales. Le nombre demandé est donc 5,i55i36. 

Je remarquerai en passant , et pour faire mieux sentir 
aux commençants le grand avantage des logarithmes , que le 
logarithme donné est le tiers dulogarithme de 137; qu'ainsi 
le nombre trouvé 5^i55i36 est la racine cube de 137, ap- 
prochée par un calcul bien expéditif jusqu'au sixième chif- 
fre décimal. 

319. SchoUe. On trouve de même un nombre auquel ré- 
pond un logarithme dont la caractéristique excède celle 
des logarithmes compris dans les tables. 11 faut commencer 
par diminuer la caractéristique du logarithme donné, jus- 
qti^à Ce qu'on ait une caractéristique comprise dans les 
limites des tables, puis déterminer, comme on vient de Ici 
faire, le nombre auquel appartient le nouveau logarithme. 
Ensuiteon reculera ce nombre d'autant de rangs veifs la galo- 
che qu'on avoit supprimé d'unités dans la caractéristique 
du logarithme proposé. Ainsi , par exemple, ayant trouvé 
qu*au logarithme 3^71^2402 répond le nombre 5i55,i36 , 



ayô SECONDE PARTIE. 

oa conclura qti^aux logarithmes suivants répondent les 
nombres qu*on voit à c6té. 

Logarithmes. Nombres. 
4,712240a 5i 55 1,36 

5,7 1 22402 5 1 55 1 3,6 

6,7122402 âi55i36 
etc. 

Enfin qu'on ait un logarithme négatif, tel que celui-ci, 
— 1,2041^00 ; je cherche le nombre auquel répond le loga- 
rithme pris positivement ; ce nombre est 16. Ainsi (210) le 
logarithme négatif — 1,2041200 appartient à la fraction 77. 

Soit en second lieu le logarithme négatif — 2,478555o. 
Je trouve que le nombte qui répond au logarithme positif 
2,4785550 est 300,992 ; d'où je conclus que le nombre au- 
quel répond le logarithme négatif proposé est la fraction 

, ou à peu près .0^0033223. 

000,992 

220. Conclusion. Il ne me reste plus qu'à expliquer l'u- 
sage qu'on fait, principalement dans l'astronomie, des 
compléments arithmétiques pour le calcul des logarithmes. 

On appelle complément arithmétique d'un logarithme l'ex- 
cès du nombre 10, ou 100, ou 1000, etc. sur ce logarithme. 

Cet excès se prend facilement à vue dans les tables , 
comme on le va comprendre par l'exemple ^mH 

suivant. Soit le logarithme o,778i5i3, qui 10,0000000 
est celui de 6. Pour avoir l'excès de 10 sur o,778i5i3 

ce nombre , suivant les règles ordinaires de o 2218487 
la soustraction, il faudroit écrire ainsi les 
deux nombres', comme on le voit ici. 
. Ensuite on retrancheroit le dernier chiffre de la droite 
4tt nombre inférieur 10, et chacun des autres de 9. Or, 
Ifin^ écrire, les deux nombres , le reste de la soustraction 
^trouva sans nulle difficulté, en écrivant de gauche à 
droite, à la place de chaque chiffre du logarithme, l'ex* 
c^ de 9 sur ce chiffre, jusqu'à ce qu'on soit arrivé au dér- 
iver .chiffre à droite, à la place duquel il faut écrire le 

I^inbt0 doatil e^t surpassé par 10. 
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Les compléments arithmétiques servent à conrertir le^ 
soustraction3 de logarithmes en additions^ et cela abrège le 
calcul en plusieurs cas. Supposons^ par exemple^ qu'on de- 
mande le quatrième terme d'une proportion géométrique. 
En suivante la lettre la règle prescrite (206)^ il faut ajouter 
ensemble les logarithmes des deux moyens^ et retrancher 
de la somme le logarithme du premier terme ; mais vous^y 
satisfaites également en prenant le complément arithmé*» 
tique du premier terme ^ l'ajoutant avec les deux autres 
logarithmes^ et rejetant une dixaine de la caractéristique 
de la somme résultante^ à raison de l'augmentation faite 
dans la caractéristique par la manière dont le complément 
arithmétique se trouve. Eclaircissons cela par un exemple. 

On demande le quatrième terme de la proportion sui- 
vante, 64: 128 :: 249:0: ; 

logarithme de 128 2,1072100 

logarithme de 249 2,3961994 

complément arithmétique du logarith. de 64 8,1938200 

Sonnie 12,6972294 

Supprimant une dixaine de la caractéristique de cette 
somme, on aura 2,6972294 pour le logarithme du quatrième 
terme cherché. On trouve qu'à ce logarithme rf^pond le 
nombre 498- Ainsi la proportion complète est 64 : 128 ::. 

M9 ' 498- 

Les autres usages des compléments arithmétiques re- 
viennent au précédent. C'est pourquoi je ne m'y arrête 
pas davantage. 

Moyens abrégés que V algèbre fournit pour le calcul des 

logarithmes. 

221. Les moyens dont il s'agit,, et que je vais exposer 
presque entièrement d'après V Introduction à l'analyse des 
infiniment petits d'Euler^ étoient inconnus aux premiers^ 
calculateurs des tables de logarithmes, à qui ils auroient 
épargné beaucoup de peines. Aujourd'hui , sans entre- 
prendre un travail inutile, ces moyens peuvent servir dn 
moins à cteuciiu davantage les tables de logarithmes, 01^ 
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même à en vérifier certaines parties, ce qui fixera le degré 
de confiance que Ton doit accorder au reste. 

222. Dans les tables usitées , le nombre lo forme ^ par 
ses différentes puissances entières ou rompues , tous les' 
termes des différentes progressions géométriques qui y 
sont renfermées formellement ou tacitement ; et les expo- 
sants de ces puissances sont les logarithmes des termes en 
question. En conséquence^ le nombre lo s'appelle /a ^aie 
logarù/anù/ue des tables ordinaires. Mais on auroit pu 
prendre toute antre base logarithmique. 

223. Supposons en général que le nombre a^ plus grand 
que l'unité^ soit la base d'un système de logarithmes^ et 
donnons-lui l'exposant variable z^ de manière que l'ex- 
pression a^ représente tous les nombres possibles , en attri- 
buant successivement différentes valeurs à l'exposant z. U 
est clair , 

1 .* Que le logarithme de l'unité sera toujours zéro^ quelle 
que soit la base a. Car, en général (Sg), a**= i. 

2.® Que le logarithme de la base a sera i, puisque (3j) 
a ost la même chose que a\ 

3.^ Que tous les nombres au dessus de i auront pour 
logarithme des nombres positifs. Ainsi y par exemple , en 
supposant a = lo, le nombre looo , ou(io)% a pour loga- 
rithme le nombre positif 3. 

4-** Que tous les nombres au dessous de i auront pour 
logarithmes des nombres négatifs. Car, par exemple, en 
supposant a = lo, le nombre -V^^ ou (lo)"^, a pour loga- 
rithme le nombre négatif — 3. 

324- Corollaire /. Soient deux nombres N et N', auxquels 
répondent respectivement les deux logarithmes p et /?', 
pour une même base logarithmique a : on aura N = ûp, 
'N' = aP' ; et par conséquent N X N' = «p X a"' = a^+^'f. 
tî'oii l'on voit que dans tout système de logarithmes le 
logarithme /? -+- p^ d'un produit N X N', composé de deux 
facteurs 4 est égal à la somme des logarithmes de ces fac- 
teurs. 

a25, CoroUaye II, H suit de là que si on a tant de nom-s 
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très A, B, C, D, qu'on voudra , on aura (en se servant dft 1 
la lettre initiale / pour designer un logarithme), 
i."/CA X B X ex D) = 7. A + /. Un-/. C + /. D. 
Car, supposant A X B = N ; nous aurons /. (A X li X 
CxD) = A (NXCXDJ. Soit encore N X C =: N'; on- 
aura/. (A X B X C X D)=: /. (N' X B) — l.fi'+ l.D. | 
Or, /. N' = /. (N X C) = /.N+^.C^€ti.N = /. (AXBJ j 
^ /. A + A B. Donc enfin 

A (A X B X C X D) — /. A + ^. B + /. C-+-/. D. 
Ainsi /e logarithme d'un produit composé dun nombre queU 
conque de facteurs esc égal à la somme des logaritlunes d« ^ 
ces facteurs. 

a.-Si A=B = C=D,onaura/.(A X A X A X A), 
ou /. A' = 4/. A. En général /. A" = « /. A.Paroùlon voit 
e le logarilhm,e d'une puissance entière positive n d'un 
mbre A est égal à njois le logarithme de A. 

S." On a aussi /. A*" = ■ — /. A (n et » étant des nombre* 

\ ? ^ 

ptiers positifs). Car soit A'';^K, et par conséquent 

7.A'' = /. K. L'érjuation A''=K donne {en élev.int tout à 
à la puissance/)}, A''^K>'; et par conséquent» /, A=/'/. K, 

^— /.A = /.K=/.A^ 

VCar soit-^ :=Q, et par conséquent A :^B x Q; on aura 
'/. A==/. (B X Q)=;/. B + /. Q;donu/.Q"/. A — /.ï 
Ainsi le logarithme du quotient est égal au logarithme d 
dividende moins le logarithme du diviseur ; ou bien en^ 
le logarithme d' une fraction est ègai au hgarithm 
raieur moins le logarithme du dénominatvitr* 

^3." ^ A-"^^ — n l. A; car A-''r=-Trï 1 



^926. Corollaire JII. Du même principe il 
l.^que/. A=/. A"/. B. 
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227. Corollaire JF'. Supposons maintenant deux systè- 
mes de logarithmes dont les bases soient respectivement 
a et b. Soit un même nombre N qui ait /? pour logarithme 
dans le premier système^ et q pour logarithme dans le 

second ; nous aurons en conséquence N = a^, N = b^; ce 

p 
qui donne a^^=:b^, et & = aiDonc^ en prenant les logarith- 
mes pour le système a, on aura /.&=—/. a ; ou (à cause 

del. a^= 1), L J=~, ou q= , , =p X — r-r-- 

(f ' Lu L 

Ainsi , connoissant -le logarithme p d^un nombre quelcon" 

que N pour le système a, on aura le logaritlune q du même 

nombre pour le système h y en multiplianfç par une fraction 

qui a pour numérateur Vunité , et pour dénominateur le lo^ 

garithme de h ^ pris dans le système a. 

228. Problème I. Fonner , pour un même système de lo" 
garitlvmes y une équation entre la base logarithmique y un 
nombre quelconque positif , et le logarithme de ce nombre. 

Nommons a la base logarithmique, n le nombre proposé. 
Soit N un autre nombre qui ait sr pourlogarithme, en sorte 
que N = a" , et îT = /. N. On voit que si l'exposant tc étoit 
zéro , on auroit N= 1 ; donc si 'x est peu au-dessus de o, 
N sera peu au-dessus de 1 . Supposons donc que ir étant une 
quantité très-petite, on ait N = 1 4- A ^, expression dans 
laquelle k est un coefficient indéterminé ; nous aurons ît 
= /. (1 -4- k x), et m -x z=z L {1 -h À 5r)™, quel que soit l'ex- 
posant ?». Et comme, à mesure que l'exposant m surpas- 
sera Tunité, la quantité (1 4- à ît)"" augmentera continuel- 
lAm^nt^ et qu'elle aura par conséquent pour logarithmes 
des nombres finis qui augmenteront aussi continuelle- 
lémen^; il faut que m^ soit un nombre infini, sans quoi le 
produit *i?»îr ne pourroit pas devenir fini , à cause du fac- 
teur lÀfiÀioieat petit % qu'il renferme. 



c 
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■ Imaginons qu'on ait (i -f- A «r)'» = i -i- x, et par consé- 
quént 1 4-A:* = (i4-a?)m^ k^ = (i -h x)tn — i ^ mw = 

7» mX 2m mX 2mX 3m 

— ^ ^ r-^-^ ^ H- etc. Donc /. (i -»-x) =-7 

n»X2mX3/7iX4m ^ 

i(/ii— i)ar* 1 (m— i) (am^l)ar^ i(/w-i)(27rt-i)(3m-iOa;* 

2 7/2 - 2m X 3/72 27/2 X 3/72 X 4/72 

-4- etc.\ Donc (en supposant 77» infini^ et observant qu'a- 
lors 17» — 1 = 17» , 2jn — 1 = 377» , 3/7» — 1 = 3/7» , etc. , at- 
tendu que l'unité doit être considérée comme une quantité 
nuire par rapport au nombre infini 77»)^ on aura 

/. (1 4-0?)=-- ( ^ ^-'-^-:; ■ — 4- etc. )• 

k ^ 2.3 4 ^ 

Faisant x négative^ on. aura semblablement 

, , V I / •'p* ^*^ ^* \ 

' /. (1 — x) = --f — a: etc. J. 

A \ 234 J 

Donc^ en retranchant cette équation de la précédente^ 

on aura 

2 ^ T^ CC^ OiP V 

7.(1 -i-a?) — L{\'--x) = -r X ^a?-f- •—- ^- -F" ^ 1- etc. V 

Or , L (1 H- ^) — /. (1 — a:) = /. T J ; on aura donc , 

série qui converge plus rapidement que chacune des deux 
séries qui expriment L (1 -\-oc) et /. (1 — a^. 

Maintenant^ supposons que le nombre proposé etarbi- 



'>» 



traire n soit tel qu'on ait n = ^ , et par conséquent 

I — X 

X = ; en substituant ces valeurs de ■ et de x 

72 -f- I I X 

dans la dernière équation que nous venons de trouver^ . 
nous aurons : ' . 
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(^ '• " - T VTirr -^ 3(^TïF sFi^' TÔTT^ 

•+- etc.V 

Pour déterminer le coefficient inconnu k, on observera 
qu*en faisant n=::a on a L n = iî ainsi Téquation précé-^ 
dente devient alors : 

*— it\a-*-i 3(a-+-iy 5(a + 0»"^7(aH-i)7'*"®^^V' 
d'où Ton tire ^ 

Connoissant ainsi A^ on substituera sa valeur dans Fé- 
quation générale (A); et on aura la formule demandée, 
c*est-à^ire^ une équation où il n'entrera que a, n, et /. n» 

Par exemple^ dans les tables ordinaires des logarithmes^ 
la base logarithmique est lo : faisant donc a= lo^ on 
trouvera k = a,3o2585 à peu de chose près. Mettant cette 
valeur de k dans l'équation (A), on aura une formule com- 
mode et expéditive pour calculer le logarithme d'un nom* 
bre quelconque n* 

229. Remarque. La base logarithmique a et le nombre A 
ont une liaison réciproque, et telle que Tune de ces deux 
quantités étant donnée , l'autre le sera aussi. En effet, 
nous avons trouvé k en a. Réciproquement on peut dé- 
terminer a en k : car supposons, comme dans Tarticle 
précédent, (1 Hh kw)'^= 1 +a?; on aura 

1 4- j; = l -+- Aotat H ii • 1 ^ =^-^^7; ^— 

1.2 1.2.0 

A^.m (m — i) (w — 2) (m — 3) »♦ 

4 h etc. 

I . 2 . w> . 4 

Faisant m infini , et mettant pour m^ sa valeur /. (i 4- k ^y^^ 
ou /. ( i -4- a:) ; on aura 

^ 1.2 i.2.i 

^ >^ ^l . 4- etc. 
1.2.0.4 
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» 

Donc> en supposant 1-4-0;=^, et par conséquent /.(i -+-;!:) 
=1^ on aura 

a=n- Ah '-H^ ô-H z h etc.; 

1.2 1.2.0 1.2. «5. 4 

sërie qui convergera, pourvu que k soit au dessous de 

l'unité, ou même ne surpasse pas l'unité. 

Si on suppose à=i, on trouvera « = 2,718282, à peu 

près. 

23o. Corollaire. De là suit un moyen d'abréger encore 
le calcul des logarithmes. Prenons A =ri , et supposons 
successivement « = 7, /i=7^ '* = 7^ if = 7, et en général 

rt= -r — ~ ; la formule f A) deviendra : 
A — I ^ 

Cela posé , on a d'abord zéro pour le logarithme de 
Tunité. Le logarithme du nombre 2 se trouve par la for- 
mule précédente,, en supposant A = 2; les logarithmes 
des fractions 7, 7, |, 7, se trouvent par la même formule , 
en faisant successivement A = 3,/^=Ir4, ^ = 5, etc. Tous 
ces logarithmes étant trouvés, on aura ceux des nombres 
entiers 3,4>5,6, etc. par les équations suivantes que 
donne l'article 224 ; /. 3 = Z. 2 -f- /. 7 ; /. 4 = ^* 3 -+- /. 7 ; 
2, 5 = /. 4 + ^« T 5 ®^^" Connoissant de cette manière les 
logarithmes de tous les nombres 1, 2, 3, 4^ 5, 6, etc. 
pour l'hypothèse de k^= 1 , nous formerons ceux des ta- 
bles ordinaires, où la base logarithmique est 10, en mul- 
tipliant (227) chacun des logarithmes précédents par une 
fraction qui a pour numérateur l'unité, et pour dénomi- 
nateur le logarithme de 10 pour l'hypothèse de i=i, 
lequel logarithme étant 2,3o2585 à peu près , cette frac- 
tion a pour valeur -~^^, ou 0,434294. 

Réciproquement, si on avoit commencé par calculer, 
directement, au moyen de la formule (A), les logarithmes- 
des tables ordinaires, où «= lo, et A = 2,5oa585, on au- 



S84 SECONDE PARTIE. 

roit les logarithmes pour Thypothèse de k = i , en multi- 
pliant les logarithmes des tables ordinaires par 2^3oa585 : 
car^ soient^ pour un même nombre quelconque, L le 
logarithme des tables ordinaires, Zle logarithme pour l'hy- 
pothèse de A= 1 , on a, comme nous venons de le voir, 

£ = / X •73^^585- : donc /= Z X a,3o2585. 

âSi* Problème II. Connoissant: le logarithme d'un nombre, 
déterminer ce nombre. 

' Nous avons trouvé (229), i+a: = i-f-Ax/(i-4-aî) + 

1.2 1.2.3 1.2.3.4 

Donc, en supposant que n représente le nombre dont oa 
connoit le logarithme, et faisant 1 4-0? = », on aura 

n=n — î^ 1 H i L H ^ — 5^ H i_-Z.-|- etc. 

I 1.2 1.2.0 1.2.0.4 

» 

Solutions de quelques problèmes dans lesquels les loga- 
rithmes sont utiles ou nécessaires^ 

a32. Problème I. Insérer entre deux nombres donnés î etu 
un nombre quelconque n de moyens proportionnels géomé- 
triques. 

Nous avons déjà donné (180) la solution directe de ce 
problème ; mais dans la pratique on parviendra beau- 
coup plus promptement au but, en faisant usage des lo- 
rithmes. 

Pour cela je considère que la question est de former 
une progression géométrique, dont les extrêmes sont/^et 
u, et le nombre des termes est « 4- a. Or, aux ternies de 
, cette progression répondent, chacun à chacun des loga- 
' rithmes qui forment une progression arithmétique. Con- 
noisàant donc par le moyen des tables de logarithmes les 
logarithmes de/* et u, on formera par l'art. 169 la progres- 
sion arithmétique dont ceslogarithmes sontles extrêmes, et 
dont le nombre des termes est n + 2. Ensuite les mêmes^ 
- tftUet donneront les nombres auxquels appartiennent le» 
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logarithmes qu'on vient de déterminer ; et ces nombres 
serontles moyens proportionnels géométriques demandés* 

^3. Exemple. Entre 8 et 89 in&érer quatre moyens pro^ 
portionnels géométriques. 

Dans ce cas , /=, 8, w=: 89, « = 4. En retranchant du 

logarithme de 89 ^ qui est 1^9493900 

le logarithme de 8 ^ qui est 0^9030900 

on aura pour reste • i^o463ooo 

qui est(i$6), dans la progression arithmétique^ le produit 
du nombre des termes diminué de Funité par la différence 
de cette progression. Donc, en divisant i,o463ooo par 5, 
le quotient 0,2092600 sera la différence dont il s'agit^ 
Avec cette différence et le premier terme 0,9030900 on 
trouvera (i56) tous les termes de la progression arithmé- 
tique des logarithmes ; ensuite les tables des logarithmes 
donneront les termes correspondants de la progression 
géométrique qu'il s'aglssoit de forcher. Voici ces deux 
progressions. 



Termes de la progression 
arithmétique des logar. 



Termes correspondants de la 
progression géométrique. 



0,9030900 


8,000 




i,ii^35oo 


12,952 


, 


1,3216100 


20^971 




1,5308700 


33,953 




1,7401 3oo 


54,971 




^^9493900 


89,000 





a34. Problême IL Résoudre les questions IV, /^, Vil, 
VIII, de V article 187. 

, 1.** Dans la question IV, il s'agit de trouver n. Or on a, 
par l'équation (A), u i=z ar""'. Donc, en prenant les loga- 
rithmes de part et d'autre, Z.w=/.ar"-*=i- «-^iC^-^il/^r; 

ce qui donne n = • 

t. r, 

"~ a.' Pour la Question V^. vous mettrez dans réqualion 
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u^=^ar^'% à la place de r, sa valeur donnée par Té- 

quation ( B ) ; par là vous aurez u = --r r^^ — , ou 

u(s — u)"-" =a{s — ay-'. Donc, Lu-\-{n — i)L{s — u) 
zzzi.a-hÇn — i)l.(s — a); d'où l'on tire, en dégageante, 

/. (5 — a) -— /, (s — li)-^ Lu — La 
/. {s — à) — /. {s — u) 

3.*» En mettant (Quest. VII), pour u sa valeur— ^^ * 



r 
a-^-rs 

ou 



dans réquation u^=.ar^'\ on aura z=ar"-*, 

a + rs — 1 = flr» ; donc U^a-^-rs — 5) = /. a -f- n. L r . Ainsi 

/. (a-^Ts — 5) — /. a 
71=—^^ ; . 

4.** En mettant (Quest. VIII), pour a sa valeur 5 — ri+ wr, 
dans l'équation w = ar°"*, on aura u = r^'*(5 — rs -\- ur), 
ou ur = r^. (s — rs ■+- ur). Donc , L u-^ L r=^ n L r -h 
/. ( 5 — rj H- Mr ) ; ce qui donne 

Lu-^Lr — /.(s — r5-+-i*r) 



n 



Lr 



a35. Problème III. On a prêté une somme S à un intérêt 
tel qu^une somme m doii^e rapporter 1 en un an ; au bout de 
chaque année V intérêt qu'on dei^roit je tirer on le laisse à 
V emprunteur pour le joindre au capital, et pour former ainU 
une noui^elle somme qui doit rapporter intérêt, toujours à 
raison de 1 pour m en un an ; ainsi de suite : il s'agit de 
fonntr une équxuion qui exprimée la relation entre la somme 
S premièrement prêtée , le nombre m, et la somme T que 
fem^prunteur dei^ra rendre au prêteur après un certain no?n^ 
hre n entier ou rompu d' années. 

^^ Puisque la quantité m doit rapporter 1 d'intérêt annuel, 
ViMérét annuel rapporté par S sera Sx — ; et par consé- 
i|ueiit l'emprunteur devra au bout de la première année 

tOMP^Miiube = Sh-S X — = 8x^1-+- -.J- Traitant 

m • \ lié y 



* ■ 
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cette tomme, qui répond à la fin de la première année, 
on pu commencement de la seconde année^ comme on 
a traité S, qui répondoit au commencement de la pre- 
mière, on Terra que Teriiprunteur devra ^ au bout de la 

seconde année , une somme =S (i-+- — )x lu J 

= S X f 1 H j ; que pareillement^ au bout de la troi- 
sième année , il devra une somme = S x(n- — ) ; 
ainsi de suite : de sorte qu'au' bout du nombre n d'an- 
nées Femprunteur doit une somme i= S X fi h ) « 

Or cette somme doit être T ; oa a donc Téquation 
T = S X (1 H ) , qui est celle qu'on demaildoit. Cette 

équation renferme les quatre quantités S, m, n,T; et 
trois de ces quantités étant données, on pourra déter- 
miner celle qui est inconnue. 

Par exemple, soit l'intérêt annuel de l'argent le denier 
vingt, c'est-à-dire, que 20 deniers rapportent 1 denier, 
ou que 100 livres rapportent 5 livres ; on demande la 
somme que l'emprunteur doit rendre au bout de trois 

ans et demi. Suivant ces hypothèses, on a — = i— = ^j 

i» = 3H-^ = i; ainsi on aura T = S X (i -^ —)t. O» 

déterminera facilement la valeur du second membre de 
cette ëquatioa au moyen des logarithmes, en observant 

qu*on a en général /. T = /. S -h n /• (; 4- — '). 

Si, connoissant S, T, — , on demandoit n, notre équa- 

fit 

tion générale T = S X (n- — ) donneroit t T = /. S 4-] 
«AliH 1; et par conséquent y» = — ; --"• rar. 



•\ ■■ 
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exemple ^ que Tintérét annuel soit au denier vingt , et 
qu'il faille savoir en combien d'années la somme premiè- 

Srement prêtée sera doublée ; on fera — = — , T = a S : 

et on trouvera n = -—7- = 14 ans a mois 14 jours a peu 

près ; de sorte qu'au bout de ce temps la somme premiè- 
rement prêtée sera doublée. 

. 236. Problème IV. U intérêt pour une somme donnée m 
étant toujours représenté par i , on suppose maintenant 
ïju*on prête une somme S pour Mn certain nombre n d^an- 
nées, avec la condition qu'à la fin de chaque année rem" 
prunteur paiera une somme h , et qu^à r expiration de la 
n."* année, le capital S et les intérêts annuels seront entiè^ 
renient remboursés , ou que l'emprunteur se trouvera /jfuitte 
eni^ers le préteur : on demande une équation qui contienne 
la relation entre les quantités S , h , in, n. 

Cfette question est ce qu'on appelle ordinairement le 
problême des annuités , qui est d'un fréquent usage, sur- 
tout dans les emprunts que font les gouvernements. 

L^intérét rapporté par la somme S est évidemment 

S X — . Ajoutant cet intérêt au principal S, la somme 

S H- S X — , ou S X ^iH j , est ce que l'emprunteur 

devroit payer à la fin de la première année ; mais, par hy- 
pothèse , il paie seulement b ; ainsi, après ce paiement, il 

doit 5^1 "+-~} — J , à la fin de la première année , ou 

au commencement de la seconde. Nous ferons , pour 

abréger un peu, 1 h = /?^ en sorte que la dette dont 

nous venons de parler est S^ — b, 

-Sôit S/7 — i= A : en raisonnant pour A, comme on à 
/ait pour S , on voit que la somme due à la fin de la se- 
OûinÀQ année, ou au commencement de la troisième, après 
le remboursement b,e$tAp — b. 
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SiutAp — b=zB : la somme due à la fin de la troisième 
année ^ ou au commencement de la quatrième année ^ 
sera pareillement Bp — b. 

Continuant de même pour les années suivantes, et 
nommant C^ D, £^ F, etc.^ les sommes analogues à A et 
B: on aura, pour la fin des années 4*% 5/, 6.% e|c., après 
chaque remboursement b , 

C =z Bp ^ b^ 
D = Cp — b, 

E =Dp — b, 
F = Ep — b. 
Ainsi de suite. 

Maintenant, reprenons l'équation primitive A=Syt?—J : 
au moyen de cette équation, et en éliminant B, C, D^ £, 
F^.etCk, nous aurons les équations : 

A = i ... . Sp — b, 

B = . . . Sp' — bp — b, 

G = -: . Sp^ — bp' — bp — b, 

D= Sp^—bp^ — bp^' — bp — b, 

E = Sp^ — bp^ — bp^ — bp"" — bp — b , 

F = . . S/ — fc/?* — bp^ — bp^ — bp" — bp — b. 
Ainsi de suite. 

De sorte qu'à la fin de la n.^^ année , la somme due sera 
représentée par la suite : 

Sp"" — b (;>«-> 4- p""^ -4- ;?""' -H -H 1 )/ 

,lpxpression daiis laquelle le multiplicateur de b est la 
somme de tous les termes d'une progression géométri-^ 
que, qui, étant prise à rebours, a 1 pour premier terme, 
H pour nombre de termes, et/?""* pour dernier terme. 
D^où il résulte ( 184) que la somme de cette progression 

est ^—. Ainsi l'emprunteur devroit à la an^ -d^ 

n."* année , la somme Sz?" ^^ P / , . mais ça 

suppose qu'alors la dette s'éteint;^ il fauf 
algèbre. 



\ s. 



liÇO SECOND B i»ARTli:. 

quantité à zéro; ce qui donnera l'équation demandée. 






o> 



Par cette équation, on déterminera Tune quelconque 
des quatile quantités b, S, n^p, lorsque Ton connoîtra 
les trois autres. 

En effet, i.** si l'on connolt S,n, p, on aura b par Té- 

J ' Ji X r S)o"(» — i) 
qaation du premier degré, b = ^ ^^ 1. 

f 

a.° Si Ton connoît b,p , n^ on connoîtra S par l'équa- 

tion du premier degré, S = — ^-7 f-; 

3.** Si l'on connoît S, &,/>-, on trouvera n par les loga- 
rithmes, en observant que l'équation S/?'*"'"' — (S 4- b)p^ 

+ & = p,.donnef'.= ^_3^^^ . 

Donc, /./?'! = /. -^ — r^ Y',o\xnLp=iI.b — /.(S — Sp-hb); 

ou enfin , - - 

/./;_/,( S — Sd H- ^) 
^ = r • 

Lès quantités S, &,/?, doivent être prises telles qu'il 
résulte pour n un nombre entier, du moins à peu près. 

î|.° SiTon connoît S, ft, p, on ne pourra déterminer/:? 
que par la résolution d'une équation du degré /z -h 1 , où 

il n'y a d'autres puissances de p, que p""*"* et p^\ C'est 
sur quoi nous renvoyons à ce qui sera dit dans la suite 
€oncei:nantla résolution des équations élevées. 

aSy. Remorque. Si les paiements effectués à la fin de 
chaque année , n'étoient pas égaux on trouyeroit ( eu 
nommant respectivement &, &', è", i''', è*% etc. la suite 
de 'ces. paiements , et conservant d'ailleurs toutes les 
autres dénominations). 
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A sz Sp — b, ■ :-' '' V • ' ' '■'•' ' • 

' B =:.Sp^^bp —b', ■!>!!:-• ; . :; . 

C = Sp' — */>• — blp-L W, - • •• -i "•• • 

_E==sp'^-Bp^'^b'p^:^ï'§^t,>!'p:L:ifiS^,, ■ ■ 

Aipsi de suite. È% 1$l somme du«. illalfiHide là n.^*' année 

seroit -. . .:,...,:..? .en .;ivt- 1-^ ■ ^ i 

Alors les paiements ^, *';;*'// &''^';etciétteit''assujëtis à 
se succéder suivant* une certaine loi donnée ,' la suite qui 
forme le second terme de 'rèfxpression pr^c'édente, se 
sommeroit en» plusieiiri cas : on en verra des exemples 
(chap.XXV). ..:, . 1 r 

.11 j auroit plusieurs autres 'YlBtilar^es à faire sur ce 
sujet ; mais eUes m'écarteroient trop de Fobjet principal 
de ce traité* - - •■ =- • ' '• " «■ 
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c 

:Des problêmes itudélerminés du premier 4^gré. 

238. Ljor.squ^ Vénoncé d'une question contient ^ plud 
d'inconnues, qu op ji'a de conditioiis- à exprimer; alors y 
après avoir formé toutes les équations que ces>cohditions 
dpnnent;j,ot. après avoir éliminé les :iriconi|uies autant 
qu'il est ppssibl^^ on arrive à: une équa4iion finale qui 
contient au mpin^ deux inconnues. Ces deux inconnues 
ne peuvent être dét;ermi<iées qu'en, prenaut l'une arbi- 
trairement/ et tirant ensuite diet Véquatiou proposée 1« 
l^leur de Tautre. Qu'on propose par exemple cette qùes-^ 
tion iJ'rouver deujc nombres dom la somme augmentée 
d^une quantité donnée m soit quadruple de la somme qui 
résulte de V addition de leur différence avec^un nurp' 
dorme n. .:'.'fi i 
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Il est clair qu'on nnnimatir x et y les deux nombres 
«herchfts, on a l'équation x+y -i-m=:^[x — y +h)j**u 
bien 5_>' ^= 5.r + 4« — m, laquelle «sprime tout l'état 
<Ie la question et contient deux inconnues. U faut donc se 
donner l'une Aeï deux quantités x,y, pour parvenir à 
«onnoitrfe l'autre. Si Fon suppose »» :^= 4, « ^ 5, et qu'on 
prenne x:^%, on trouvera _^ ^ 4 T î s'j ayant toujours 
fn;^4, n:=.S, on faisait « = 3, on tïouveroitj'=;5; ainsi 
dos autres suppositions. On voit que, s'il e«t permis de 
prendre indifféremment pour x et y des nombres entiers 
ou rompusj positifs ou négatifs^ le problème admet une 
infinité de solutions; mais le nombre des solutions di- 
minue lorsqu'on exige que les nombres x et y soient des 
nombres entiers positifs. Il en est de même de toutes les 
questions qui mènent à des équations indéterminées. 

Nous supposerons dans tout le cours da ce chapitre 
que l'équation finale ne contienne que deux inconnues. 
Si elle en contenoit trois , on commenceroit par s'en don- 
ner une ; si elle en contenoit quatre , on s'en donneroît 
deux, etc. Mais on doit prendre garde clans tous les cas 
que le choix ou la détermination d'une inconnue ne ren- 
ferme aucune incompatibilité avec l'état de la question. 

aSg. Routes les équations indéterminées du premier 
degré à deux inconnues, peuvent être représentées par 
la formule ax^by-\-c, ^ et^ étant les deux inconnues, 
a, h, c, des quantités données. En effet, puisque dans 
ces sortes d'équations les deux inconnues sont l'une et 
l'autre au premier degré , et qu'elles ne peuvent pas être 
mêlées ensemble, autrement (120) l'équation ne seroit 
pas du premier degré; il est évident qu'on peut repré- 
senter par une seule lettre a l'assemblage de toutes les 
quantités qui multiplient x , par une seule lettre b l'as- 
&euililage de toutes les quantités qui multiplient y, et 
enfin par une seule lettre c le résultat de tous les^rmea 
où les inconnues ne se trouvent point. On voit aussi 
qu'on peut mettre dans un membre de l'équation ou 
daus l'autre un terme quelconque, en affactant ce ter- 
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mé ilii signe convenable. Soit , par exemple, réquatioa 

ms -1 1" ë'^ + f*X^ ^ — -i/î i^ mets cette cquatioa 

sous la forme suivante, (wi + — jx^ — (^-i~h)y-\-k — 5/; 
^.ajors elle se rapporte à la formule axT=li^ + c, en Taisant 
)Ê^^ = a,—(g + k) = &,k — 5/^c. n en sera da 
^■Rine de toutes les équations da pareille nature. Cela 
^Slisé, entrons en inatière. 

P^l^a4o. Problème I. Déterminer en général les inconnues 
^ftiy , de manière t/ue leurs valeurs satisfassent à l'èquor' 
tion as=:;l»y 4- C. 

1." 11 est évident que si on a le choix de prendre pour 
x ety des nombres quelconques positifs ou négatifs , en- 
tiers ou rompus , on peut satisfaire à l'équation proposé* 
d'une ioBnité de manières ; car si l'on donne à l'une dei 
inconnues , par exemple A x, une suite quelconque de va- 
leurs déterminées , et qu'on substitue successivement ces 
valeurs dans l'équation ttx^6y+c, on auia des équations 
déterminées, desquelles on tirera les valeurs de 
respondantes chacune à chacune des valeurs de x 

2.° Si l'on exige que les deux nombres x et^ soient po- 
sitifs , il est clair d'abord que le problême est impossible , 
lorsque i et c sont des nombres positifs, et a un nombre 
négatif. Mais le problème est soluble, premièrement lors 
que les nombres a,b , e, sont tous trois positifs, ou ton 
trois négatifs; car, quelque valeur positive qu'on donne 
à y , on aura aussi une valeur positive pour x : seconde- 
ment, lorsque n et 1/ étant positifs, c est négatif; car, en 
prenant pour j; un nombre quelconque positif, on aura 
évidemment un nombre positif pour ^ .■ troisièmement, 
lorsque a et c sont positifs, et b négatif, pourvu qu'on 
donne à x uue valeur positive telle que c — ax soit aussi 
un nombre positif. 

Je laisse aux lecteurs le soin d'examiner les cond] 
qui devroient avoir lieu, si on demandoit qiiu 1 
deux nombres ar,/, fùtposilif, l'autre ni'c;tril 
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J241. PiyïMéiDe Ilf SéUis/iUre à Téquadon s = hu-l-k\ 
'dans laquelle les nombres bonnes h et k sont des entiers , de 
manière queu et s'Éôiert^és nombres entiers positifs. 

1/ Le problème est/ impossible lorsque les nombre* 
h et ^ sont tous deux négatifs. 

a.° Si les riombTer'iet A sont l'un et l'autre positifs, 
il. est clair çu'cff f^i/iant -successivement i/ = o, u=:i, 
u^=2, u = 5, etc., on aura pour s des valeurs corres- 
pondantes 'qui sefdiVt dëà nombres entiers positifs, 

3.° Si Tun des deux nombres h et k est positif, l'autre 
négatif, il faudra qùUls soient tels qu'en supposant u=:k 
un-nombre entier positif -rt^Ja quantité nk -f- k forme u& 
résultat positif. Il y aura donc autant de solutions qu'on 
pourra, prendre de nombres tz qui remplissent cette con- 
dition. Le problème suiyant est un cas particulier de cette 
espèce. 

» « 

iZ/^z/Vrohlème III. Faire 36o sous en 22 pièces ; les pre- 
mières de 24 sous j les secondes de iz sous ^ et les troisièmes 
de 6 sous. 

Soient respectivement oc, y, z, les nombres de pièces 
de 24 sous, de 12 sou«, et; de 6 sous. On aura d'abord 
l'équation x -\-y 4- 2 = 22. De plus,^il^«stjéw4e£Lfc,^gtte;;^le 
nohibre x des pièces de 24 sous donné 24^ sous ; celui^ 
des pièces de 12 sous , 12, y sous ; celui z des pièces de 6 
sous^ 6 z sous. Or la somme de ces trois nombres de sous 
doit être 36o. On a donc cette seconde équation, 24^ + 
izy -t- 6z = 36o. 

Comme toutes les conditions de la question sont expri- 
mées , et que nous avons trois inconnues et deux équa- 
tions seulement, nous ne pouvons pas parvenir immédia- 
tement à des valeurs déterminées de x,y, z. Mais si nous 
nous donnons l'une des trois inconnues, les autres seront 
nécessairement déterminées. 

En effet, prenant, par exemple, la valeur de z dans la 

première équation, nous aurons £;=^2 — x — y ; et subs- 

• tituant cette valeur dans la seconde équation, il viendra 

a4^ + i2j^ -+- iZz — ' 6a; — 6j^ = 36o ; d'où l'on tire 
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y =r38— Zx. Mettant cette valeur de y dans l'équation 
z = âa — X — y y on trouvera -5 = aa? — 16. D'où il suit 
qu'en donnant différentes valeurs a a; on aura les valeurs 
correspondantes dej^" et de z. Or^ suivant les condition» 
de la questioii^ les nombres x^y^z y doivent être entiers, 
puisqu'il ne peut entrer de rfez/i/- pièce ou de quart de 
•pièce, etc. dans la sbmme 36o sous. De plus, pour que 
ces mêmes nombres soient positifs, il faut que 38 — Zx , 
et !ix — 16, ne soient pas moindres que 1. La première 
condition exige que x , qui doit être un nombre entier, 
ne suipasse pas 12; et la seconde, que x vaille tout au 
moins 8. Les valeurs qu'on peut donner à x sont donc 
comprises entre les limites la et 8. Les valeurs corres- 
pondantes de ^ et de -S se trouveront par les équations 
qui précèdent. 

Soit :r= 12, on auraj^= 2,^ = 8. 

Soit a? = 1 1 , on aura^ = 5,^ = 6. 

Exemples.^ Soit ^r = 10 , on auray = 8 , js = 4. 

Soit X == 9^ on aura^= 11 , 2= 2. 
Soit X =' 8 , on aura^ = 14 , 2 = o. 

La dernière solution doit être rejetée, puisqu'elle ex- 
clut les pièces de 6 sous. Si on l'admettoit, on n'auroit 
que des pièces de 24 sous et de 12 sous pour former la 
somme 36o sous. 

Ainsi la somme 36o sous étant composée de pièces de 
a4 sous, de 12 sous, et de 6 sous, le problème n'a que 
quatre solutions. 

Ces. mêmes solutions auroient pu être trouvées e» com- 
mençant par déterminer^ ou z la première, au lieu de 
commencer par x, comme nous avons fait. Car si l'on 
veut, par exemple, commencer par déterminer z y on 
aura , en vertu de la première équation fondamentale , 
x=22 — y — z. Mettantçette valeur dans la seconde équa- 
.tion fondamentale, on aura 528 — 24^ — 1^4/^'^ i^J^H- 

62=360. Doncjr= 14 p-. Et (à cause de :iî=2a--^ 

V — ^)»^ = 8h — . .. ^ . ., . 
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Il est clair ^ par ces deux dernières équations, qu^en 
prenant z positivement , x sera toujours positif, et que^ 

3z 
le sera aussi, pourvu que 14 ^ vaiDe tout au moins 1^ 

2 

ou que 2& -^ Zz vaille tout au moins a. Cette dernière 
condition exige que z ne surpasse pas 8. De plus, pour 
que j^ et x soient des nombres entiers, il faut que z soit a, 
ou un multiple de 2. 

Supposons d'abord z=o, on aura^=i4, a;=8. Cette 
solution est la même que la dernière des précédentes que 
nous avons vu qui doit être rejetée si Ton veut qu'il entre 
des pièces de 6 sous dans 1% somme 36o. 

Soit 5 = a, on aura^ = 11, ic= 9. 
Soit z = 4, on aura j^ = 8 , a? = 10. 
Soit z = 6 , on aura j^ = 5 , a? == 1 1 . 
Soit z = 8, on aura^ = a, a;= la* 

On a donc les mêmes solutions que ci-dessus; et on les 
trouveroit également en commençant par déterminer^. 
* Le problème auroif un plus grand nombre de solutions, 
s'il étoit permis de prendre pour un ou deux des nombres 
X , y , Zy des valeurs négatives ; alors ces valeurs désigne- 
roient que les nombres dont elles seroient les expressions 
devroient être pris dans un sens contraire à celui qui leif r 
est attribué par l'énoncé de la question. Supposons, par 
exemple, x = i5, on aura y^=. — 7, z = i4« La valeur 
négative de y signifie qu'il faut retrancher 7 pièces de la 
sous; de sorte que si les quantités 36o sous, Xy z, repré- 
sentent d^s gains, la quantité y représentera une perte. 
Ainsi on formera le nonlbre 36o sous en aa gains effectifs, 
en employant i5 gains de a4 sous, 14 gains de 6 sous, et 7 
pertes de la sous. ^^a. même remarque s'applique aux au- 
tres coml)inaisons qui donnent quelques valeurs négatives, 

h u , 
243. Problème IV. Satisfaire à V équation s = — - 4- k, 

dans laquelle g , h , k , soru des nombres entiers , et la frac- 

h 

tian — est réduite à ses moindres termes ; de manière que u 
g ^ ' 

^ ^^s nombres entiers positifs. 
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1»* Le problème est impossible lorsque A et la fraction 
— sont tout-à-la-fois des nombres négatifs* 

2.** Si k et la fraction — sont des nombres positifs, il est 

clair qu^en faisant successivement u = o, u=:g, u = 2^, 
u'='Zg , etc. j on aura pour s des entiers positifs» Le pro-* 
blême suivant se rapporte à ce cas. 

3.® Si k et la fraction — ont des signes différents > il fau- 
dra qu'en supposant u'=:.ng {n étant un nombre entier }, 
la valeur de la quantité nh '\- k^ qui sera évidemment un 
nombre entier^ soit de plus positive. On verra un exemple 
de ce cas dans le problème YL 

2i44* Problème V. Trousser un nombre entier qui , diifiêé 
par S5y donne 47 pour reste , et qui, divisé par i5 , donne 2 
pour reste, 

£n nommant ^le nombre cherché^ x le premier quo- 
tient,^ le second, et considérant que dans toute division 
le dividende est égal au produit du diviseur par le quo- 
tient, plus le reste, on aura les deux équations ^=53 a; 
-I- 47 , ^ = i5y -+- 2 ; et par conséquent 53 a: H- 4? = ^ ^J^ 

„ , 1, . SSjt H- 45 ,. 53.x> ^ 

-+- z; d ou ion tire r = -—^ , oubien r = — t-H-'^. 

i5 i5 

Donc , si Ton fait d'abord ^ = o , on aura j^ = 3, et con- 

séquemment r = 47 : ce nombre est le moindre entier qui 

satisfasse aux conditions du problème» SiFon faita:= i5, 

on trouvera ^ = 842, nombre qui, divisé par 53, donne 47 

de reste, et qui, divisé par i5, donne a de reste : si l'on 

fait a? = a X i5, on trouvera ^=: 1637, nombre qui satis* 

fait aux mêmes conditions ; ainsi de suite. 

245. Problème VI. Tromper deux nombres entiers positi/s 
^^^y > q^i satisfassent à V équation 217 — Sec = 3i/. 

Cette équation donne j^= — ^^ f ^^^X^^T'^T'* 

Donc, si Ton fait d'abord x == o , on aurî^ j^ = 7 ; ai Vm 
fait x=3i^ on auraj'==7 — 3=4; si Ton faitorsa K 3a# 
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on aura^=7 — 6= 1. Il n'y a pas d'autres solutions pos-^ 
sibles suivant les conditions du problème ; car si Toa fai* 
soit a: = 3 X 3i on auroit j^ = — 2, nombre négatif; C6 
qui ne doit pas être. 

246. Problème VII. Satisfaire à V équation ny = mx dr p , 
dans, laquelle les nombres in ^ n ^ p ^ sont des entiers positifs 
qui n'ont aucun dii^iseur commun ; en prenant pour xety les 
plus petits nombres entiers positifs qu'il est possible. 
' J'observe d*abord que les nombres metn doivent être 
premiers entre eux , aùn que x et y puissent être des nom- 
bres entiers : car Hmetn avoient un diviseur commun A, 
.en sorte qu'on eût m = kh, n = ki {Ji, h, i, étant des nom- 
bres entiers) y on auroit kiy = khx ih p, ou (y = fcc ±1-7-. 

-Or, puisque les trois nombres m, w, p, n'ont pas de divi- 
seur commun, il s'ensuit que k ne divise pas p; donc le 

terme y contient une fraction, laquelle étant jointe à un 

résultat de termes entiers , formeroit un assemblage qui 
ne seroit pas un nombre entier, et qui par conséquent ne 
pourroit pas être égal au premier membre iy qui est un 
nombre entier. 

Cela posé, nous allons résoudre le problème séparément 
pour les deux cas. 

I.*' CAS. ny=-m X -^ p. 

Si)it m> > n.Si on avoit 7» < w, la question se rapporte- 
roit au second cas, en changeant x en j^, et réciproque- 
ment. 

Les nombres metn étant premiers entre eux , il ei>t clair 
que si pour trouver leur plus grand commun diviseur, on 
divise (Arith. 1 19) //i par «, ensuite n par le premier reste, 
Ife preimier reste par le second, le second par le troisième, 
ainsi d« suite; il est clair, dis-je, que le dernier reste divr- 
^ur sera 1 , puisque m et n n'ont pas d'autre diviseur 
èommun que 1. Supposons qu'en divisant m par n on ait« 
ie^nt, i pour reste; qu'en divisant n par ^ on 
":ttodent^ ^îpour resto; «p^'en divisant *par J 
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on ait ^ pour quotient , /pour reste; ainsi de suite. D'un 
autre côté, supposons qu'en divisant 2^ par n on ait «pour 
quotient, Cpour reste; qu'en divisante par ion ait y pour 
quotient, i pour reste ; qu'en divivSant J" par d on ait • 
pour quotient, ^ pour reste ; ainsi de suite. Sur quoi il faut 
observer que si p < «, on aura « = o, Ç =zp; ainsi de» 
autres divisions. En conséquence de toutes ces supposi^ 



tions^ nous aurons : 



m = na -+- b 

n "==■ b c -f- d 

b =2 ed -^ f 
etc. 



p =. an -f- C 

e =z yb -h i" 

f := td -h <P 

etc. 



Substituons pour m et p leurs valeurs dans l'équation 
proposée ny^ :=nnx H- p, elle deviendra ny =.nax'¥bx 

-4-/iiiH-f, our = aaj-f-*H . Or, dans cette 

dernière équation , le premier membre doit être un nom- 
bre entier positif le moindre possible ; donc la totalité du 
second membre est aussi un nombre entier positif le moin- 
dre possible. Ainsi, puisque les termes ax H- tt sont des en- 

tiers positifs , la partie doit être un nombre entier 

positif le moindre possible. 

hx -4- o 

Soit — ^ = 5 ; on aura bx =:ns — ? : mettons pour 

il 

n et fleurs valeurs; nous aurons &a?=ftc5 4-^5 — yb — ^; 

ou ic H- y = c s H ^^ . Or, dans cette équation , le pre» 

mier membre a? -+- y doit être un nombre entier positif le 
moindre possible ; et la partie es du seôond membre est 

xin entier positif; donc la partie — - — doit être un nom- 
bre entier positif le moindre possible. 

Soit ; — - = u; on aufa ds=^bu -h i^ ou bijçn (en 

mettant pour b et J^ leurs valeurs)|Jj;==c^if.f-yi*+i^^ 
f, ou vs = ew H-i -i- î^ — - — , 
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. En raisonnant toujours de méme^ on voit que la partie 
, doit être un nombre entier positif le moindre pos« 

sible; on fera donc , = jzj, et on continuera d'opé- 

a *' 

rer comme tout-à-Flieure ; ainsi de suite pour les parties 
analogues des équations suivantes. Et comme le dernier 
des restes diviseurs h , d ,fy etc. est i , il est évident qu'on 
parviendra toujours à une équation finale de cette forme 
^= Az z±: B, laquelle se résout par la méthode de l'ar- 
ticle 241 • Ensuite on remontera aux valeurs des inconnues 

Par exemple^ supposons que le reste /soit 1 ; on fera 

. — - — z=.Zf nombre entier positif ; ce qui donue { à cause 

dey = i ), u = <;îr -— ^ , équation à laquelle on satisfera 
en prenant pour z le plus petit entier positif, qui donne 
pour u le plus petit entier positif. Connoissant zéx,u j on 
aura s par l'équation 5 =: f 4- e u -4- z ; connoissant u et s, 
on aura x par l'équation x'=^cs — y -4- u\ enfin, con- 
noissant XyOXi aura j^ par l'équation^ = « -h a a; -4- s. 

II. CAS. ny:=.mx — p. 

Soit encore 1» > /z. Si on avoit m <: n , la. question se 
rapporteroit au cas précédent , en changeant x enjr , et 
réciproquement. 

En conservant les suppositions de l'article précédent 
et mettant pour m et p leurs valeurs, l'équation nj = 
mx^"^ p deviendra /zjc = nax -h ia?— an — ^, ou bien 

V 4. « =r a 0? H . Or , dans cette dernière équation 

le premier membre doit être un nombre entier positif le 
moindre possible; donc la totalité du second membre est 
aussi un nombre entier positif le moindre possible ; et 
comlhè la pattie ao? est un nombre positif, l'autre partie 

doit être aussi un noinbre entier positif le moindre 

possible. 



I 
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Soît ■ = 5 ; on aura bx = ns 4- C> ou bien ( en 
mettant pour /z et C leurs valeurs) , &:r = &c5-i-Jj + <y& 
-4-/; ou a? = C5-4-yH --— . Donc — - — doit être un 

à o 

nombre entier positif le moindre possible. 

Soît —-7 — = »; on^aura ds -=. bu — i, ou bien (en 

o 

mettant pour (et/ leurs valeurs )^<2 5 =eJu-f-yu — td — ^, 

x)u 5 + t = e u + -— — . Donc la partie —-r^ doit être 

un nombre entier positif le moindre possible ; ainsi de suite. 
Par où l'on voit^ comme dans le cas précédent ^ que la 
question se rëduirafinalement auproblême deFarticle 241 • 

. 047. Problème VIII. Trouver le plus petit nombre qui, 
dii/isépar 28 e^ ig ^ laisse 8 e^ 10 pour restes. 

Soit ^ le nombre cherché^ x le premier quotient ^^ le 
second : on aura les deux équations t= o&x + 8 ^ r = ig^;* 
+ 10; et par conséquent ig^ = a&r-— %^ équation qui se 
rapporte au second cas de l'article précédent. 

Nous-avons ici w = a8^ iFi= ig)^m2,« = 1, b = g,' 
c = 2, rf= 1 ^ « = o, €=: a, y=o, i = z. Par consé-» 
quent il faudra s'arrêter à l'équation ds=: bu — ^, ou 
s = gu — a. D'où l'on voit que la moindre valeur positiva 
et entière qu'on puisse donner à u est 1. Soit donc u=i: 
oaaurax=:7;a7 = a x 7-*-i = i5;jk=* ^ i5h-7=:22. 
Mettons pour x sa valeur dans Téquation ^= :î8â? -h 8, 
nous aurons /^=: 428^ qui est le noml^re cherché. 

Ce problème sert, dans le calendrier, à trouveir la pé- 
riode victorienne, lorsque le cycle solaire est 8 , et Ife cycle 
lunaire 10. 

348. Problème IX. Trouver le plus petit nombre qui , 
divisé par z%, 19, i3, laisse 8, 10, 7, pour restes eorres* 
pondants. 

Je cherche d'abord , comme dans le problème précédent, 
le nombre qui satisfait aux deux premières conditions d«^, 
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25i. Problème XII. Cannoissaru les premières valeurs des 
nombres xetj qui satisfont à V équation générale ny qz mx 
= p^ trousser les autres valeurs qui peu\^eru satisfaire à la 
même équation» 

I.*' CAS. ny — mx = p. 

Je suppose que x-^-aety -{-b représentent les secondes 
valeurs de x et de y. On aura l'équation « (j^ -h ft ) — 
fn{x -^^ a)=-p , bu. bien ny -h nb — m^x — m.a =/?, de 
laquelle retranchant l'équation ny — mx z=z p ^ résulte 
nb — ma=zo, ounb = ma, et par conséquent a: & :: n:m. 

De même, si l'on suppose que x-ha-hCfy-hb-^d, 
soient les troisièmes valeurs de or et de j^^ on aura 
n(y -i^ b + d) — m (ar-^-a-h c)=^p, dont retranchant 
jB(y-l-i)— w»(.r-i-a)=/>, reste nd — mcz=: o, et par 
conséquent c:d::n:m; ainsi de suite. 

Cela posé, comme on veut avoir toutes les valeurs pos- 
sibles de X et dey, qui peuvent satisfaire à l'équation pro- 
posée, lès accroissements a , b, c, d,etc. doivent être les 
rtioiàdres qu'il est possible. Or, puisqu'on a cette suite de 
proportion^, aib:: n:m/c:d:: n:m, etc., il est clair que la 
condition dont il s'agit sera remplie, si l'on fait chacun 
des accroissements ^x, c, etc. égal à n, et chacun des ac- 
croissements b, d, etc. égal à ;i», les nombres n et m étant 
supposés premiers entre eux. D'oii il suit que les diffé- 
rentes valeurs de x composent une progression arithmé- 
tique croissante dont la différence est «, coefficient de/, 
et que les différeiités valeurs de y composent uue pro- 
gression arithmétique aussi croissante, dont la différence 
est 7n, coefficient de x, La première progression est donc 

-{^ ai . ix: -i- n . X -{- 2n . X -\- 5n . etc. 
la seconde ~ jr i y.-^ m .y -^ nm .y -h Zm . etc. 

I !.• CAS. ny -{- mx :rzpi 

En supposant que les secondes valeurs de a; et de/ 
sont x-^-Uyy-^b, que les troisièmes valeurs sont a; 4- a -+- c, 
y -\- b -^ d^ ainsi de suite, on trouvera par la même mé- 
thode que ci-dessus^ nb -*- iwa = 0, nd -*- 7/»c = 0, etc.; ce 
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qui donne les proportions a: — i::n:»j,ou — a:b:: n-.m% 
c: — d'-'n:?fh, ou — c:d:-n:m, etc. D'oùTon voit quele* 
nombres net m étant supposés premiers entre eus, il faut, 
pour avoir toutes les valeurs possibles de :c etde_^, fairç 
chacune des quantités a, c, etc. égale à n, et chacune des 
quantités b, d, etc. égale à ta. Ainsi, comme parmi les 
premières quantités a, c, etc. l'une est positive, tandis que 
sa correspoodante parmi les quantités i, d, etc. est néga- 
tive, ou bien réciproquement; il s'ensuit que les valeur» 
«le X composent une progression arithmétique croissante, 
dont la différence est n , tandis que les valeurs corres- 
pondantes dey composent une progression arithmétique 
décroissante, dont la différence est m; ou bien que les 
Taleurs de x composent une "progression arithmétique dé- 
croissante', dont la différence est n, tandis que les valeurs 
de^ composent une progression arithmétique croissante, 
dont la différence est m. Les deux premières progressions 
•ont donc, 

»Ç -^ X . X -i- n . a; -i- an • X -i- 5n . etc. 
] \ ^ JK -y — '"■•y — ^rrt.jr — 3/«. etc. 
et les deux dernières sont , 

i -^ X . X — n . X — zn , x-^Zn . etc. 
t T~J' -y + >n ,y -i- zm .y -(- S/n . etc. 

aSa. Problème XIII, Trouver en combien de manières on 
peut faire 5o ious, avec des pièces dessous, et des pièces de 
18 deniers ou de ~ sol. 

Soient x le nombre des pièces de a. sous , ^ celui dea 
pièces de -f de sou. Par le problème XI , la plus petite va- 
leur de X est i , et la valeur correspondante de^, qui est 
la plus grande possible, est Sa, Ces deux premières valeurs 
de X et de_^ étant trouvées, on déterminera toutes les au- 
tres par le second cas du problème précédent. Les valeurs 
de X forment une progression arithmétique croissante, 
dont le premier terme est 1 et la différence 3j coefficient 
de _j' dans l'équation 4,1: + Zy^: 100; tandis que les valeurs 
correspondantes de^ forment une progrussion arithms— ■ 

Algèbre. ao 'A 
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tique décroissante^ dont le premier terme est 32^ et la 
différence 4> 'Coefficient de x dans la même équation 
4 a? -H 3^ =100} ou bien les valeurs de x forment une 
progressioii arithmétique décroissante^ dont le premier 
terme est 1 , la différence 3'^ tandis que les valeurs cor- 
respondantes dé^ forment une progression arithmétique 
croissante^ dont le premier terine est Zt^, et la différence 
4* Voici ces deux systèmes de progressions : 

f -4" * • 4 .. 7.. f 10 . 1,3 . i6 . etc. *) 
\ -^ Zz * 2&, • 214 ^ da . 16 . la . etc. y 

€ .1* 1 •— *â.-^5*-i^8tf-^ii. — 14 . etc. ") 
I 4- 3a . 36 • 4ci- . 44 . 48 . 5a . etc. 3 

Ces deux systèmes satisfont au problème, et peuvent 
'"étté également employés. 

Lorsque les deux valeurs de x et de j^j qui se combinent 
ensemble , l'une est positive , l'autre négative , elles doi- 
vent être prises en sens contraires. L'une exprimera, si 
Ton yeuty^ngain , et Taiitre une perte. Par exemple, si 
Ton prend dans le secop<)' système lé quatrième terme de 
chaque progression , on formera So sous de gain effectif, 

avec 44 g^î^ d® "I ^® *^^ , et 8 pertes de a sous. En effet/ 
60 = 44x4.^8X12. •" 

a53. Problême XIV. ^Troui^er tous les nombres qui, étant 
Jii^isés par "zS ', donnent 8 de reste y et qui, étant dii^isés pat 
19 , dormeru 10 de reste. 

Ce problême est celui de l'article 247, proposé généra- 
lement. Or. nous avons formé dans cet article les équa- 
tions C:=:zaSxH- 8 y r=ig^. H-io, igyzi=:^Sx — a; et 
nous avons vu que les plus petits nombres qu'on puisse 
prendre pour\»î,^,^; sont iS, aa, 4a8; . . - 

Maintenanit ^ Téquationi' 19^-= aSJc — - a/^ou 19^ -ï 
a8a; = -^îa se rapporte au premier cas dti problème XII, 
en faisant /i = 19, wt = a8y;? = -r- ^. Ainsi lès valeurs de 
X forment nne progression arîthnfiétique croissante^ dont 
le premier terme est i5, la différence 19; et les valeurs de 
^ forment une progression arithmétique aussi croissante; 
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dont le premier terme est aa, et la différence al 
ces deux progressions : 

É Pour a:, -f- i5 . 34 . 53 . 72 . gi . etc. 
Pour^, ~ 22 . 5o . 7S . loG . 134 , etc. 

Les valeurs de x et de_7' étant trouvées , on aui 
de f par l'équation f :=28x + 8, ou par l'équation i^=i^y 
-+- 10. La première valeur de f est 4aS; la seconde 428 + 
19 >: 28 ; la troisième 428 + a X ig X 28 ; la quatrième 
438 + 3 X 19 X 2S ; etc. D'où l'on voit que ces différentes 
valeurs composent une progression arithmétique crois- 
sante, dont le premier terme est 4^8^ et la différence 
38 X 19, ou 533. 

On appliquera facilement la même méthode à toutes^ 
les questions de ce genre. 

Les principaux auteurs qui ont écrit sur les problèmes 
indéterminés du premier degré sont Diophante , BacheC 
de Meziriacj Maciaurin , Saunderson, et Labottière dan* 
un mémoire imprimé parmi les pièces présentées à l'aca- 
démie des sciences, tome IV. 



CHAPITRE XIII. 



« Des équations déterminées du- second degré. 

z5^. 1 OUTE équation déterminée du second degré peut 
être représentée par la formule x' + px + q:=:o ; x étant 
l'inconnue, p et t/ des quantités données, simples ou com- 
posées, positives ou négatives. Car, soit, paresemple, 
l'équation ax' -4- 6'x + c' :=^ k^ — gh^ : on commencera 
par faire passer le second raenibre dans le premier; ce 
qui donnera ax' + i' a; + c' — A' 4- gh'' ^^ o ; ensuito 
on divisera tout par a, coefficient de x' ; et on aura 

»' -l — + -,— ' £ — =: Of équotiop qui »e rapporta 
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à U formule x^ + px + ^=1:0, en supposant — = p^ 

a ' 

Si on avoit mx" = Aa?' 4- a Ja; '+ h? —frb, on mettroit 
tout dans le premier membre^ et on auroitiwic' — ka^ — 
abx-^-^h} \ frh'=-^^ ou bien(;;i — k)x^ — ahx — A*4- 
frh = o ; on diviseroit tout par m — k, coefficient de aï", 

et on auroit x" — ^^ , = o . équation qui 

m — k m — k * * 

te rapporte à la formule x^ + px + ^ = o ^ en supposant 

ab (^h^^frb) -, j 

r-= », — «i r-^ = g. Il en sera de même pour 

iw — A: ' m — k ' * 

toutes les autres équations de ce degré. Ainsi le problème 

de la résolution des équations du second degré se réduit 

& savoir tirer de l'équation x^-i- px + 9 = o^ la valeur de 

Tinconnue a;. 

â55. Comme les quantités p et ç peuvent «tre tout ce 
qu'on voudra, j'observe 1.® que si Ton suppose 7 = 0, on 
aura x* ^px=^o ; expression que l'on peut regarder ou 
comme le produit de a;=o par la quantité a;-!-/?, ou comme 
le produit de a; -h /? = ô par la quantité x. Dans le premier 
cas, la valeur de l'inconnue x est zéro; dans le second, 
réquation à résoudre est a? -f- /> = o , laquelle est du pre- 
mier degré, et dânne x= — p. 

2.** Si Ton suppose ^ = o, le terme px s'évanouira , et 
on aura simplement a;' -H 9 = o , ou bien a;' = — q. Donc, 
en tirant la racine quari:ée de chaque membre, on aura 
a; = — V — g , et par conséquent Tinconnue x sera dé- 
terminée. Je mets le double signe dz au devant de v^ — if, 
parce que, comme nous j' avons vu, l'une et l'autre quan-> 
tité -J- V/ — g, «t — . v^: — g , étant nmkipliée par elle- 
même^ donne "également -^g, ou a?"". On pourroit mettre 
aussi le doirble si^ne au devant de a;; mais cela ne pro-> 
duiroit pas de résultat nouveau; car, si vous prenez 
-f- 0? = db l<^— g , cette expression est la même que celle 
^u'oQ t-dosa^e ô-de^vs; «t si vous prenez -^a^=:db y''-^^ 
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Youâ aurez ^ en changeant tous les signes^ ^=: qr)/— -^; 
ce qui revient encore au premier résultat. 

On voit donc que Finconnue a deux valeurs. Ces valeurs 
s'appellent les racines de l'ëquation , en ce sens que cha« 
cune d'elles étant mise tour à tour à la place de l'incon- 
nue, la totalité des termes de Téquation se réduit à zéro 
par l'opposition de leurs signes; ou bien encore que Té* 
quation a?' h- ^ = o, peut être considéré^ comme le pro- 
duit (a; — y" — g) X {x H-V^ — q)=zo. En effet, soit que 
vous mettiez dans l'équation ^* + 9 = o , à la place de ^ , 
le quarré de -H V^ — f, ou celui de — y" — q, vous aurez 
également — q-^q = o; et de même , si vous effectuez le 
produit indiqué (x — )/ — ^ )X C ^ 4- V^ — ç )^= o , vous 
trouverez x^ -h 47 = o. 

Lorsque la quantité^ est négative , les deux valeurs de 
j? ^ ou les deux racines de Féquation , sont réelles ; car 
alors — ^ est une quantité positive , dont la racine est 
réelle. Mais si la quantité ^ est positive, alors — q est une 
quantité négative, dont la racine est impossible ou irna^ 
ginaire (io5). 

Je passe au problème général où y? et ^ ne sont plus 
xéro. 

a56* Problême I. Résoudre V équation générale x"'-+- px 
+ q = o. 

Je transpose d'abord le terme 4- ^; ce qui donne 
af -h ;o a: = — 9 ; ensuite j'observe que , si on forme le 
quarré d'un binôme tel que a; H- A ,. ce quarré est a;* H- 
^hx H- hh : d'où je vois , en le comparant terme à terme 
«vec- le premier membre de l'équation précédente,, c'est- 

71 

&-dire, en faisant x"" = a;', 2 hx'=^px, du hz=z — ; je vois , 

2. 

dis -je , que le premier membre en question deviendroit 

vai, quarré parfait, si on y ajoutoit le quarré de h ou Je 

^, c'est-à-dire , le quarré de la moitié du coefficient qui 

àfFecte l'inconnue dans le second terme de l'équation 
proposée. J'y ajoute donc ce quarré; et^jpaurqueTéqu*?- 
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tion subsiste , je Fajoute aussi au second membre : par là 

on aura x^ ^px-^ = q , équation dont le pre- 

mier membre est un quarré parfait , celui de a; + il. 

2 

Ainsi ^ tirant la racine quarrée de ce membre et indi- 
quant celle du second^ on aura 

OÙ Tinconnue x n'est plus qu^au premier degré ; en sorte 
que^ transposant le terme —^ on aura 

ce = — . ^ ± v/(— — * ^) ^ et a; sera dégagée. 

On voit qu'à cause du double signe qui affecte le 
radical^ l'inconnue a deux valeurs^ c'est-à-dire, que 
la totalité des termes de l'équation jc' -+-/?a;-hy=o 
se réduira également à zéro^ soit que pour x on mette 

-L+ y/(^ _ ^), soit qu'on mette _ ^ -\/(^ - 7); 

ou que l'équation x^ -h px 4- y = o peut être considérée 
comme le produit 

(. + ^ -v/(^ _ ,)) X (« -. i ^V'C^ - ,)) = o, 

ce qu'on peut vérifier en effectuant ce produit. 

Lorsque la quantité — — if est positive, les deuxra- 

4 ^ / 

leurs de x, ou les deux racines de l'équation, sont réelles, 

puisque leurs parties — ^ et y (— — 7) sont réelles. Or, 

comme — est toujours positive, quel que soit le signe de /^i 
4 

il est clair que ç est toujours positive lorsque ç est 

4 
négative. Au contraire,, les deux racines de l'équation 

seront imaginaires , lorsque la quantité — — q sera né- 

4 
gative , parce qu'alors la racine de cette quantité étant 
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imagûitire ^ si on la joint positivement ou négativement 
4aTiec-— — , elle rendra le tout imaginaire. Or, pour que 

— — 4/ soit négative , il faut que q soit positive et que de 

plus on ait— < q. 

"^ 
Si, dans la même hypothèse de q positive, on avoit 
vp ^ 

— = ^, le radical s'ëvanouiroit, et les deux valeurs de x 

deviendroient égales, chacune étant — -^j en effet Té* 

2 

quation x* -^ px -^ q zno devient, dans le cas présent ,^ 
^x H- px-^—=z o, ou (a: 4- — } = o ^ ou (x h- ^) )4 

(«4-^) = o. 

jt57. Problème IL Trouver un nombre tel qu^étaht ajouté 
irais fois à son quarré, la sommejasse io8. 

Spit X le nombre cherché ; on aura Féquatio^ x* -y- 5^ 
=: io8. Ajoutons de part et d'autre le quarré. de |, c'est- 
&-dire, le quarré de la moitié du coefficient du terme qui 
contient x; nous aurons x* -h 5x -H f = io8 -f-.f, équa- 
tion dont le premier membre est le quarré de a; H- -J^ 
Tirons donc la racine de chaque membre ; nous aurons 
a? + 7=± ^/[loS -l-|], ou bien, en réduisant toute la 
quantité radicale au même dénominateur et effectuant 
Vaddition, x-h ^=: ±: V^^. Or la fraction ^ a pour 
racine exacte ■—. Ainsi on aura \a; H- 7 = ± ■^. D'où l'on 
tire ces deux valeurs, x=zg, x = — 12; ces deux valeurs 
résolvent également le problême. Car , si au quarré du 
nombre positif 9 , qui est 81 ,, on ajoute le triple du même 
nombre, qui est 27, la somme sera 108 ; et, si au quarré 
du nombre négatif — 12, qui est i44> on ajoute le triple 
du même nombre, qui est — 36, la somme sera 144 — 36, 
Ofi 108» 

. . , a58. Remarque. On voit par cet exemple un avantage- 
.de Talgèbre ; c'est qu'une même équation donne non-seu>- 
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]6inent la solution du pjobléme particulier qu'on chercîis 
À résoudre en la formant , mais eucore la solution de tous 
les problèmes qui ont des conditions semblables. Ainsi, 
en proposant le problème précédent, on a pu n' avoir 
en vue que de trouver un nombre positif qui en remplit 
les conditions; mais l'équation x' + 3a: 1:3:108 fait voir 
qu'on peut remplir également ces conditions en em- 
ployant un nombre négatif. 

sSg. Problème III. Partager le nombi'e z^ en deux par' 
lies, telles que leur produit sou i35. 

Soit X la première partie de 34 , et par conséquent 
b4 — .i^Ia seconde. On anra l'équation ^{24 — a;)^ i35, 
ou jï:' — 24^^^^ — ï55. Ajoutons de part et d'autre le 
quarré de 12, moitié du coefficient de x; nous aurons 
a;' — z^x-\- 1443=144 — iSS^g. Tirant la racine quarrée 
de chaque membre, on aura^ — i2=3± i/g^iS^ce 
qui donne pour xces deux valeurs, x^iS, a^^g. Dans 
le premier cas les deux parties du nombre H4^"sont iSetgi 
et dans le second elles sont g et i5. Les deux cas ae ré- 
duisent par conséquent à un seul. 

260. Problème IV. Un tonneau plein de liqueur a troU 
orijices A, B, C; il peut se vuiderpar les trois orifices en- 
semble en 6 heures ; par Vorifice B seul il se vutderoïc dans 
les trois quarts ^u temps qu'il mettrait à se vuider par A 
seul; et par C seul , dans un temps qui est plus gtand de 
5 heures que le temps par B : on demande en combien de 
temps le tonneau se -vuidera par chacune de ces ouvertures 
séparément. 

La vitesse des écoulements est supposée uniforme et 
toujours la même dans tous les cas. 

Représentons par T la totalité de la liqueur contenue 
dans le tonneau, et nommons^ le nombre d'heures que le 
tonneau mettra à se vuider par l'orifice A seul. Le temps 
par B seul sera ^-a:, et le temps par C seul sera 7 a; -t- 5. Or 
il est clair qu'en divisant T par chacun de ces temps , le* 
quotients exprimeront les quantités de liqueur qui sor- 
tiroient pendant 1 heure par chacune des trois ouver- 
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Tures proposées. Donc la quantité de liqueur qui sort 
pendant une heure par ces trois ouvertures à la fois est 



T * * 

— r -f- -5 h -^ r- ; et la quantité qui sort pendant 6 

T T^ 



(T J 
1- Y 

i 4- -^ r-J. Or^ par h^othèse^ cette dernière quantité 



estT. Ainsi on a Téquation^ 6 f h -5 h -5 =•) == T ^ 

oubîen(endivisanttoutparT),6r h -5 h -5 77= 1; 

ou (en observant que j=-^, '^''TZ^iz' ^"*F^ 

= -K — ^ j , 6 (-7^ 4- -r — ^ ; = 1 . Faisant disparoître 

àx-\-xo' ^ ùx ôx^%o' ^ 

les fractions^ et réduisant^ on trouvera ^^ — ~x=:^« 

Ajoutant de part et d^autre le quarré de -^^ on aura 

«* — ^x -{- ^ = ^~^. Tirant la racine quarrée de part 

et d'autre , on aura x — —^ = ±: -y- , c'est-à-dire^ a; = 20, 



oua;= — ~. 



Si on prend la première valeur de a:, le temps par B , 
^uî est \ X, sera i5, et le temps par C, qui est f ^ H- 5, sera 
ao. Ainsi les trois temps cherchés seront 20 heures^ i5 
heures^ 20 heures. 

Si on emploie la seconde valeur a; = — •—, le temps par 
B sera —• | , et le temps par C , -h 7. Alors les deux pre- 
miers temps étant négatifs^ ils doivent être pris dans un 
sens contraire à celui qui leur est attribué par l'énoncé 
du problème. Ainsi^ au lieu de supposer que pendant ces 
deux temps le tonneau perd de Feau^ il faut supposer qu'il 
en reçoh. La conséquence qu'on doit tirer de cette solu- 
tion est que si le tonneau se vidé en 6 heures en recevant 
de l'eau par les deux ouvertures A et-B, tandis qu'il en 
perd par l'ouverture C, il s'emplira en ^ d'heure par l'ou- 
▼erture A seule ; il s'emplira pareillement, en f d'heure 
par l'ouverture B ; et il se désemplira au contraire en 
I d'heure par l'ouverture C seule. 
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aGi. Problème V. Tmuver sur la ligne t^ui joint dctïx 
bougies Aerh le point oit elles éclairent également un mémt 
objet ; en supposant ce fait de physitjue tjue la clarté reçue 
par un objet est en raison imerse du tfuarré de sa distana 
au corps lumineux , c'est-à-dire , tjtie la clarté à la distana 
1 du corps lumineux , étant supposée exprimée par i , la 
clarté à la distance 2 est quatre J'ois moindre, ou est exprima 
par ^, la clarté à la distance 5 est exprimée par j- ; ainsi it 
suite. 

Nommons a la distance des deux bougies ; x la distança 
de l'objet éclairé à la plus forte bougiCj que je suppose être 
A ; et par conséijuent a — x s^ distance à la seconde B, 
dans l'hypothèse qu'il soit placé entre les deux bougies. 
Supposons qu'à la distance donnée i , la clarté donnée par 
A soit m, et que la clarté donnée par B soit n. Il suit du 
principe de physique dont nous avons parlé, qu'à la dis- 
tance X la clarté donnée par la première bougie sera 

— — — , et que la clarté donnée par la seconde à la dis- 



tance a — X 



-.-. Or(hyp,) ces deux clartés doi 



vent être égales ; on aura donc — f — -7 r-- On pour- 

Û.' (il — J-j' 

roit résoudre cette équation en faisant disparoitre lei 
fractions et en la ramenant à la forme de l'article aSC; 
mais on parviendra plus promptement k connoître xen 
tirant tout de suite la racine quarrée de chaque membre. 

Par là on aura =: ± ' , ou bien (a — x) 1//»= 

±: X \/n. Donc a;=: — ; — ; . 

Comme on a supposé m > n, les deux valeurs de x sont 
positives, et doivent par conséquent être prises dans le 
sens de A vers Ji. De plus, si l'on emploie pour dénomi- 
nateur l/m + V-^M, on aura ^ < a, et pur conséquent le 
point cherché est placi' entre les deux bougies, comme 
on l'a supposé en établissant le calcul. Si l'on emploie 
pour dénominateur v/m — i^n, on aura x > a; alors le 
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point demandé est placé par-delà B^ et distant de A de la 

quantité--: --;-'; sur quoi il faut observer qu'on auroit 

pu trouver ce point le premier, et l'autre le second,. si, 
au lieu de poser l'équation — =:-r r- , on avoit posé 

réquation —^ = ^^ , relative au cas dont il s'agît> 

équation qui donne aî= — r 7—. 

Si on avoit nt-mn ^ ou que les deux bougies fussent 
égalés^ on auroit — pour Tune des valeurs de ;r, ce qui 

satisfait évidemment au problème, et pour une 

autre valeur. Cette seconde valeur est infinie , parce 
qu'une quantité finie ^ telle que a \/m, étant divisée par 
zéro qu'on peut regarder comme une quantité infiniment 
petite , donne un quotient infiniment grand. En ce cas 
.l'objet éclairé est placé à une distance infinie des deux 
bougies , ce qui satisfait encore au problème ; car la dis- 
tance a des deux bougies étant finie , cette distance doit 

être regardée comme nulle par rapport à : ^d'oà 

il suit que l'objet peut être censé également éloigné des 
deux bougies égales, et qu'il est par conséquent également 
éclairé par chacune d'eUes. 

P.62» Problème VI. ConnoissarU la somme et la différence 
des quarrés des deux nombres, trouifer ces deux nombres. .. 

Soient xet y les deux nombres cherchés ; «' la somme 
de leurs quarrés ; b^ la différence de leurs quarrés : on 
iiura les deux équations x"" -4-^" = a', x* — J^'= ^'> l©** 
quelles étant ajoutées ensemble, puis soustraites l'une de 
l'autre, donneront aa;' = a* -h i' , aj* = a' — t*. Divi- 
sant tout par 2 et tirant les racines quarrées, il nous 

Tiendra x^=-± y ^yz=.±: y 



• 
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Par exemple > soient a'= 98, 6* = 33 : on trouvent 

263. Problème VII. Connoissant la somme de deux nom* 
hres et celle de leurs quarrès , tromper ces deux nom^bres. 

Soient x etjr les deux nombres cherches , a leur somme; 
Ifi la somme de leurs quarrés ; on aura les deux équations: 
X -{-yziza, XX -{-jryznbb. La première donne^ = a — x, 
etyy z=aa — zax -f- xx. Substituant cette valeur de jy 
dans la seconde^ on aura xx -i- aa^^ zax -h xx = bb, ou 

DÎen 2XX — aaa:=i& — aa. ou bien a:*— aj: = — ; 

d ou Ion tire xzn ^ i-; et (à cause de^y=fl— a;), 

2 

a qp l/'(2 bb — aa) 

Supposons^ par exemple^ ^=7^ &=5; on aura 0:==:-^^^; 
y = -*— , c'est-à-dire, xr=z 4, ^ = 3, ou bien a;= 3, ^=4* 

Pour second exemple supposons = 20, 5= 12 , ou fô= 
i44; on aura a;= 10 ± ï/ — 28, j^= 10 i^: »/ — 28. Or la 
partie radicale ±: 1/ — 28 est imaginaire ; et cette partie, 
jointe avec le nombre 10, rend le tout imaginaire- Ainsi 
les deux valeurs de a; et de ^ sont imaginaires. Il est donc 
impossible ou il est absurde de supposer que la somme àe 
deux nombres fasse 20, et la somme de leurs quarrës 144* 
Cette absurdité ^ qui ne saute pas aux yeux , est mise en 
évidence par le calcul ; et c'est là un avantage précieux 
de l'algèbre : elle ne se borne pas à donner la solution 
d'une question dans les cas où cette question est possible; 
elle fait encore connoître les cas où une question est im- 
possible ; car alors la traduction algébrique du problème 
mène à des résultats absurdes. ^ 

On demandera peut - être comment dans le second 
exemple la vs^leur de x étant imaginaire, le second mem- 
bre de l'équation^ro; — 200? = — 128, qu'on trouve alors, 
€st néanmoins une quantité réelle. Cela arrive, parce que 
ks parties imaginaires qui entrent dans le premier membre 
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se détruisent mutuellËUient par l'opposition des signes qui 
les affectent. En effet, puisque a; = lo ±1/ — 28, on aura 
^'— ioo — 28 ± 201/ — aS, — zox= — aooqraolX — 28; 
et par conséquent, ^' ^ ao ^ ^ 100 — a8 — 200 ± 
20 1/ — 28 + 20 i/ — 28; ce qui se réduit à — 128. La 
même remarque a lieu pour_^. 

On voit en même temps par là que les racines imagi- 
naires vont toujours deux à deux; car la racine quarrés 
indiquée de — 28 est également ± ]/ — 28; le double signe 
indique deux racines. 

364. Problème VIII. Mésoudre Véquaiion n' 4- -^ — ^ ■ ? - 
— — ^Oj trouvée (16a, Quest. IX). 

Cette question consiste à trouver dans une progression, 
arithmétique le nombre des termes et le dernier terme, 
lorsqu'on connoît le premier terme, la différence et la. 
somme de la progression. Or, pour résoudre l'équation 

proposée, je transpose d'abord le terme— - 



f2< 



-d)n 



^ V^Cf^^ 



= — — ; d'où l'on tîre(a56),n:= 
id 

g 



, et j at 



' •'-■£• 



, supposons c — 
is^ 1280, (20 



Par exempli 
aa — ^ = 4,8 

la racine quarrée est 36. Donc /i = — — ±— . Il faut 

prendre seulement le signe + qui affecte le dernier ter- 
me, parce que le nombre cherché » est positif; on aura 



36- 



3a 



I 



î=:z, s = 80; on'aura 

)• + 8 ^ i := 1 296 , dont 



Kpnc m= — 

H 'f '{ il 

WlOn résoudra semblablement l'équation relative à I4 
question X du même article. 

265. Problème IX. Connaissant la somme de trois Tuijn- 
bres tjui sont en progression géornétriijtie , et la somme de 
If S quarrés; trouver ces trois nombres. 
lOient X, v. s, les trois nombres cherchés ; a leur 
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somme^ bb celles de leurs quarrës. On aura par les condi- 
tions du problème les trois équations suivantes , dont la 
troisième est fondée sur la proportion continue xia::jr:z, 
qui a lieu entre les trois nombres , x -{-y-i- z=zày xjc + 
yjr-i-zz = bb,xz=zXK. 

Tirons de la première, z=a — x — j^, et mettons cette 
valeur dans les deux autres ; nous trouverons ces deux-ci; 
Stxx -H Si^jr H- aa-^zax — zay -h ^xy='bb, ax — xa:— 
xy:=yyy qui ne contiennent plus que les deux inconnues 
X et y. Je tire de chacune de ces deux équations une va* 
leur de x, La première me donne ' 

XX — [a — jr)xz=, • ^ j 

et par conséquent , 

; 2 L 2 4 J' 

La seconde me donne xx — (a — jr ) a? = — yy^ , 

et par conséquent, x z=::r ^^ ± y\ .^— — ^ f^y 

Qr x:^x» Ainsi on aura, en effaçant la quantité r- , 

qui est la même dans les deux membres , 

EleVanit chaque membre au quarré, faisant les réductions 
et dégageant ^, on trouvera^ = — ^ — . Mettant cette 

valeur de^ dans l'équation x = ^""-^ ± \^ y '^^y ^—y^'V 

nous trouverons x = 2^ i, 

^ Enfin, substituons les valeurs de x et de^ dans l'équa- 
tion z= a — X — Yj ^t nous aurons 

Z-zn i = — L. 

4<» 

266. Remarque. On auroit pu parvenir aux mêmes va- 
leurs de x,y, z d'unenlanière plu» simple; car, si après 



. . .•'^^^ 



ALGÈBRE. C H A r. X T I I. Zig 

aroir trouyé les deux équations^ zxx + s^yy -^ aa — zax 
-^^dâjr + Sixy = bb, oa: — a? j? — ajy =:jy , on multiplie 
la seconde par â; qu^pn l'ajoute avetc la première^ et 
qu'on efface les termes qui se détruisent par l'opposition 

des signes^ on trouvera y — . Le reste du calcul 

• ' ' ' ^ li 

s* achève comme tout-à-l'heure. 

267. Scholie. n y a dans les degrés supérieurs, au second 
une classe très -^ étendue d'équations qui se résolvent par 
la méthode du second degré. Ces équations peuvent être 
comprises sous la forme générale a?'*" -h paf^ H- ^ = o ; jt 
^taiit i'inconhuéy p et q des quantités connues^ m un 
nombre entier positif; et l'exposant de x dans le premier 
terme ^st double , comme on voit ^ de l'exposant de la 
même lettre dans le second terme. £n effets si l'on sup- 
pose x^x=zz, {z étant une* nouvelle inconnue)^ l'équation 
a?** ^px*^ -H ^ = o deviendra celle-ci^ J5"-H pz -h ^=0, qui 

est du second degré^ et de laquelle on tis^e ^= — ^ dz 
Y-^Z^^^qy Connoissant z, on aura a? en tirant la racine 

us de jp« . 

Supposons, par exemple, mzr 11, ou qu'on ail; l'équa* 
1^01^ du quatrième degré x^+/E>a:''+^:=b, onferaara;=^; 

et on trouvera je ou ic"== — — ±v (^— ^). Donc, en 

tirant la racine quarréè, 'xt=z±. v [— — ±: v(— — ' 9) J- 

L'inconnue a^ copime on voit, quatre valeurs. 

Pour second exemple soit m = 3^ ou qu'on ait l'équation 
du^ siliëme degré x^ -^-px^-h qz=o : on fera x^==z, et 

ayant trouvé d'abord z ou x^=z — ^ ± y/^i£-.— qj, on ti« 

rçrala racine cube, et on aura x= y [— ^± V ( ^qjj* 

Nous verrons ci-dessous tju'une équation de cette formé 
4^=1 M y a trois racines > et par conséquent dans notre 
éf^pSkaàion-x^ + px^ + 7 ^o', l'inconnue o^a six valeurs; 
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chapitre: XIV. 

Des problèmes indéterminés du second degré. 

fi68. MUPPOSOKS qu'on ait entre les deux inconnue! 
X et y et des quantités données , une équation du second 
degré ; il est facile de satisfaire à cette équation , lorsqu'il 
est permis de prendre pour x et jr des nombres entiers 
ou rompus^ positifs pu négatifs^ rationnels ou radicaux. 
Car^ en se donnant arbitrairement Tun de ces deux nom- 
bres^ il ne s'agit plus pour avoir l'autre que de résoudrei 
par le« chapitre précédent^ une équation déterminée du 
second degré. Mais sb on demande^ ou que les nombres 
X et ^soient des entiers^ ou qu'étant fractionnaires ik 
soient au moins rationnels , le problême est quelquefois 
difficile ; souvent même il n'est pas soluble. Lès princi- 
pales règles pour le. résoudre^ lorsque la chose est pos- 
sible^ en nombres rationnels^ consistent à exprimer les 
inconnues par le moyen des quantités données qu'il con- 
tient^ et d'une nouvelle inconnue qu'il faut choisir telle- 
ment que^ dans les équations qu'on forme ainsi ^ les in- 
connues qu'on cherche ne soient élevées qu'à la première 
puissance^ et qu'il ne s'agisse par conséquent, pour les 
déterminer^ que de résoudre une équation du premier 
degré. On entendra mieux cette théorie par des exemples 
que par des préceptes généraux et abstraits. 

aSg. Problême I. Troui^er deux nombres rationnels dont 
la sompie soit à celle ^e leurs quarrés en raison constante 
de m à n. 

Soient or et ^ les deux nombres cherchés : on aura la 
proportion x -^y : xx -^yy :: i» : /t ; ce qui donne l'équa- 
tion indéterminé^ du second de^i^ iw:-4-«y=//w:* 4- jwy*. 

Je prends une nouvelle .inconnue z,y telle que l'on ait 

y^v?y^Ms^m:.^%^ ^^ ^^^^ c'est qu'en 
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mettant cette valeur dey dans Téquation nx-^ny^zmxx 
■4- myyr du problème, je pourrai diviser tous les termes 
par X, et par là je n'aurai plus que des équations du pre- 
mier degré à résoudre. En effet, la substitution dont je 
viens de parler donne nx H- nxz = mxx H- mx*z^ ; ou 
bien (en divisant tout par a?) , tï -h «z = mx -H mxz' ; d'où 



i on tire x = — ; : et(acauseaer=a:z), r= . 

m + 77IZ* ^ ^ ^'^ m^ mz"^ 

Ces valeurs de a; et de j^ font voir qu'en prenant pour z 
tel nombre rationnel qu'on voudra, x et y seront aussi 
des nombres rationnels. 

Supposons, par exemple , Tn= i , n = a, z = i ; on 
trouvera^ x = 2,,y = 2. Soient mz^zi , «==4, z ==2; on 
trouvera, x = ~-,jr = ^. Soient m = i, n = Z, z=4; on 
trouvera , a; = fy, j^ = t?» 

370. Problème II. Partager un quarré donné en deux 
autres quarrés. 

Soient aa le quarré donné, oî et ^ les racines des deux 
quarrés cherchés; on aura l'équation xx-^yy^zaa. 
Je prends une nouvelle inconnue 2, telle que l'on ait 
y = a — zx , ou y =z zx — a , afin qu'élevant chaque 
membre au quarré, et puis substituant pour^^ sa va- 
leur dans l'équation fondamentale , les termes qui con- 
tiennent aa dans chaque membre se détruisent mutuel- 
lement , et qu'en conséquence l'équation s'abaisse au 
premier degré. Effectivement, par la substitution de 
aa'^i^azx -h z^x^ à la place de^% on a xx H- aa — zazx -j- 
z^x'^=^aa] et par conséquent, en effaçant aa de part et 
d'autre, xx — zazx 4- z^'x^ = 0, ou encore x(x — zaz 4- 
z^x)=o> De là on tire, 1.° x = o, et conséquemment 

y=za; cette solution satisfait au problème. â,° x== 7; 

donc , si Ion a pris y = a — zx, on aura^ = — a > 

,, « / û(2*— l) ^ 

çt si 1 on a •prisy = zx — a, on auraj^ = ^ • v^ette 

solution donne , pour x et y, des nombres rationnels . 
c'est véritablement celle qu'on cherchoit. 

Algèbre. ai 
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. Soit , par exemple , aa=m5 , ou a = 5 , et prénom 
x= 3 ; oû trouvera d'abord a; = 3; et mettant pour z eta 

leurs valeurs dans P équation y = — -^ — ^ . on aura 

1 -h z* 

^ = 4. Soient a = 6, 2 = 2; on trouvera^ a?=~-,^=~. 

271. Problème III. TroUi^er deux éfuarrés dont la dijfi-^ 
rence soit égale à un quarré donné. 

Spient aa le )quarré donnë^ x et y les racines des quarrés 
cherchés ; on aura ( en supposant^ > «^ ) > yy — ^coc =aa.3e 
fais jr = a H- zx, et par conséquent^ = aa-h zazx -h z^x'. 
Ainsi réquation précédente devient, en effaçant ce qui se 
détruit, sMzx-\-z^x^ — x'^=o, ou bien x{!iaz'\-z'^x — x)=zo. 

D oui on tire, i.°a?=o,r=û. 2. a?= , v=-^ i, 

•^ I — z* ^ 1 — z» 

On voit qu'il faut prendre pour z des nombres moindres 

que 1 , si l'on veut que les nombres x et y soient positifs* 

Soient a = 4^ et prenons 4,= j; on trouvera^ ci?=r3; 

272« Problème IV. Trouver deux nombres tels qu'en 
ûjoutant le quarré de Tun as^ec le produit du quarré de 
ï autre , par un nombre donné h , la somme soit égalé à un 
quarré donné aa. 

. Soient X ety les deux nombres cherchés ; on aura l'équa- 
tion XX -*- by^'z^aa. Je fais x :== a — zy, ou x = zy — a; 
«t par conséquent xx = aa — suizy -{- z'y''. Mettant cette 
valeur dans l'équation précédente , et effaçant ce qui se 
détruit, on aura,^(2y — ^az'\-by)=iO. D'où Ton tire, 

1.° j^ = o, et consequemment ^=a. ^•V = "7-7- — > et 

o "^ z 

consequemment ce = it — — . En prenant pour z tel 

nombre rationnel qu'on voudra^ on aura aussi pour x ety 
des nombres rationnels. 

Si Ton prend b négativement, les formules précédentes 
rdonnéront la solution du problème oh l'on demanderoit 
deux quarrés t«l$ qù'ea retfranchaat de Tun le produit de 
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Fautre par un nombre donnë^ le reste fût égal i un quatre 
donné. 

373. Problème V. Trouver deux nombres tels qu^en re- 
tranchant du quarré de tun le produit du quarré de Vautre 
par le quarré d'un nombre donné h, le reste soit égal à un 
nombre donné a. 

Soient jcetj- les deux nombres cherchés; on aura l'é- 
quation œx — i'y* = a. Je fais x=z z — Ay, et par consé- 
quent^ xx=^zz — zbzy-hby*. Mettant .cette valeur dans 
réquation précédente, et effaçant ce qui se détruit, on 

aura zz — s^ozr = a, JJonc r = — , et ;c = • . 

2ÙZ 2Z 

274. Problème VI; Partager la somme de deux quarrés 
en deux autres quarrés. 

Soient aa et bb les deux quarrés donnés, xx etyy les 

deux quarrés cherchés ; on aura xx -\- yy = aa -\- bb* Je 

prends deux nouveaux nombres zetu^ tels que Ton ait 

x = a — z,y = zu — b; et par conséquent, xx =zaa-^ 

ztaz -f- zz , yy = z^'u' — nbzu -h bb. Mettant ces valeurs de 

XX et yy dans Téquation fondamentale , et effaçant ce 

qui se détruit, on aura — 2,az -{- zz -{- z^u^ — SLbzu = o. 

D'où Ton tire, i."" z=o; cequidonneroit, ^=:a,^= — i. 

%a'\'2bii Tx aHu-^a-'^bu 2au-hbu*^b 

a.* z= . Donc, x= , et r = , 

I -f- «/* i-{-uu *" I -h liu 

Donc, en prenant pour u un nombre rationnel quelcon« 

que, on aura aussi pour j?et^ des nombres rationnels. 

375. Problème VIL Etant donnée V équation générale du 
second degré , 

at* -h btx -f- ex* 4- dt -H ex -I- f = o, 
dans Uiquelle a, b, c, d, e, f sont des entiers donnés , 
t et Ti des nombres inconnus: on propose de satisfaire à 
cette équation en prenant pour t et xdes nombres rationnels. 

Je tire de l'équation proposée la valeur de l'une des* 
inconnues, de t, par exemple; et j'ai 
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Il est évident que x étant supposé un nombre ratioiir 
nel^ t en sera aussi un^ si Ton parvient à faire en sorto 
que la quantité affectée du signe radical devienne un 
quarré parfait y dont on puisse par conséquent tirer la 
racine quarrée. Or cette quantité développée est è'a?' + 
%hdx^dd — 4^ca;' — l^aex — l\af. Faisons^ pour abréger, 
les quantités données i' — ^acz=:g, zbd — /^ae = h, 
dd — i^afi^k. Nous aurons la transformée, r= — 

^ " ï=s i.. et la question sera de sa- 
tisfaire à l'équation yy = gx* -{' hx ~\- k , en prenant 
pour xetjr des nombres rationnels. 

Il peut arriver que les quantités g,h,k , aient entre 
elles des relations telles qu'il soit impossible qu'en pre- 
nant pour X un nombre rationnel, y en soit aussi un; 
mais voici du moins un grand nombre de cas où cette 
condition peut être remplie. 

i.® Soit A 1= o , et par conséquent yy'=gx' -f- hx. En 
faisant gx^ -+- hx = x^z*. on aura x = , nombre ra- 

tionnel, et^ = -^ , nombre également rationnel; le 

nombre z étant supposé rationnel : de plus ce nombre z 
pourr^ être pris tel que a?et ^ soient des nombres positifs. 

3.** Soit g un quarré parfait que Je nomme mm , h et k 
étant tout ce qu'on voudra ; on ^MtQiyy'=imm,xx '\- lix-^- k. 
Je fais v/[ mmxx -h Acr -h A] = m^ -4- z ; d'où Ton tire 

zz — k . , iH [ zz — k\ 

jj^^ ^ nombre rationnel, et r = — ; -i- 

h — %mz ' ^ Il — %mz 

hz — mzz — mk i / i . i 

«== ', , nombre éffalement rationnel. 

h — '^mz ° 

Z.^ Soit k un quarré parfait que je nomme nn, g et h 
étant tout ce qu'on voudra; on slixvb, yy =z gx* '\- hx-hnn. 
Je fais V'\^gx^ -^ hx -i- nn] = xz -{- n ; d'où l'on tire 

h — 2nz , , , ^ hz — g7i — nzz 

X = -■ — . nombre rationnel , et y = ■ ■ ' , 

z^—g ^ ^ z-—g '■ 

pombre également rationnel. 
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. ' 4-'* ^^ yaleilrs de x et Ae y sont assignables en: nom*» 
"bres rationnels , lorsque A' — /^kg est un quarrë parfait* 
£n effet , cherchons en général les deux facteurs de 1& 
quantité gx'-h hx-^-k, en la regardant comme le premier 
membre d'une équation du second degré qui a zéro pour 

second membre. Nous trouverons. a?=: dt 12/ • 

%g 2g 

et par conséquent^ gx' + hx-h k = \jgx H -^ — Zlî-£ij 

X kxA \ Vi , ^^' j comme cela est d'ailleurs aisé 

^ ^g ^g ^ ^ 

à vérifier par la multiplication. Uoii l'on voit que A* — i^Jig 

étant supposé un quarré que je nomme ^/;^ et faisant pour 
abréger — •— -— = q^ 1 == r, on aura ex^ -H Ar H- 

k-=i{gx -\- gq) X (a; -H r), expression dans laquelle il n'entra 
que des nombres rationnels. 

Maintenant^ je fais y/^gx^-^-hx+k), ou V^iigx-^'gq) X 
{x -{- r)']=: z{gx -\- gq) \ ce qui donne, (^o; -h g^^) . (a? + r) = 
z^^gx-^-gqY, ou x-h r=:z^{gx-{-gq) , et par conséquent 

-c=-S^ nombre rationnel» Donc. v = z(^x-l-^/7) 

I — ^zz "^ 

3::=,2!ï 2 — nambre également rationneL 

i—gzz 

S."' On peut assigner a? et j^ en nombres rationnels j^ 
lorsque la quantité gx"" -{- hx-^ k peut être regardée com-- 
me la somme d'un quarré et d'un produit composé de 
facteurs rationnels; c'est-à-dire, lorsqu'elle est réduc- 
tible à cette forme, (mx-H /)" -H («x -l- ff) X («Ta? -+- 1). Car 
alors, en faisant \/{gx^ -^ gh -h k) , ou \/[{mx -h l)* -^ 
(stx -f- S) . (^0? -f- 0] =: mx-^-l H- z{<AX -h to), on a {mx -4- /)* -+-* 
(«a: -H ff) X {S^x -i- t)=:{mx'\' ly -{- 2{mx'\- l)z(,*x -^ C) 

4-«'f «x-f- ffy ; d'où Ton tire, cr= -7 — , nom- 

^ ' J* — a/;îz — âezz 

bre rationnel. On aura également pour^ un nombre ïrar- 

tionnel , puisque^ = 7/23^' -h l-^ z{»x -f- ^)» 

Nos lecteurs s'exerceront à appliquer ces formules § 

mérales h des exemples particuliers. 
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276. Problème VIII. Un homme achète deux sortes, ii 
vins , Vun du prix a par pinte , Vautre du prix b ; il paie 
pour le tout un prix exprimé par un quarré inconnu, anh 
quel ajoutant un nombre donné A, la somme est un nombre 
quarré dont la racine est le nombre total des pintes : on de^ 
mande combien il y a de pintes du prix a, et combien du 
prix b. 

Nommons t le nombre total des pintes^ u le nombre 
des pidtes du prix b, et par conséquent t — u celui des 
pintes du prix a. U est clair que le pri:x des pintes dont 
chacune vaut b, est bu, et celui des pintes dont chacune 
vaut a , est at — au. Soit xx le quarré inconnu qui ex- 
prime le prix total ; on aura d'abord l'équation xx=zbU'{' 
at — aiu Mais , d' un autre côté , on a 1/ [xx -f- d]z=zt, ou bica 
xx=tt — d. Donc, en égalant entre elles les deux valenrs 
de XX , on aura bu-^ttt — au = tt — d. Supposons a>b\ 
on raisonneroit de même , si a étoit < b. L'équation 

- ,- al — [tt-^d) 
ou-^at — au = tt — a donne u = 7 — ^, et ^ — u 

— a-h • 

Comme tt — d doit être un nombre quarré, j'exprime 
sa racine par z — t, ou par t — z\ ce qui me donne 

tt — 2Uz -h zz=^ tt — d, et par conséquent t = . 

Ainsi ^ en prenant pour z un nombre rationnel, on aura 
aussi pour t un nombre rationnel. Mais il faut observer 
que ce choix doit être fait de manière que u et t — u 
soient des nombres positifs. 

La première condition exige qu'on ait ^^ — 7 — i >o, 

ou (en multipliant chaque membre par a — b), at — 

[tt'^^d) > o , ou tt"^ d — at < o , ou tt — at < d , ou 

aa j aa ^ . i . . 

tt^^at'\ <a -i , ou (en tirant la racine quarree 

4 4 
de part et d'autre), t ^- < v\d-h—\ , ou enfin. 



ALGÈBRE. CHAP. Xîr. Z%J 

La seconde condition exige qu'on ait — ^^^^^^ '■ > a, 

a — b 

OuU — d-^bt > #, ou /^ — bt> dy ou u — ht -f^ >d 

H , ou (€n tirant la racine quarrée de part et d'autre )> 

4 

B > V^^H J, ou enfin, ^> — + v^r^-4- — J. 

xz ~l~ d 
Ainsi il faut prendre t ou entre les deux limites 

qu^on vient d'assigner. Ayant t on substituera sa valeur 
dans les expressions de u et de t — u\ et on aura les nom* 
bres de pintes des deux sortes de vins. 

Par exemple, supposons a=8, b=5, d=6cx; on aura, 
^ < 4 + ^7^j etc> . Prenons le nombre quarr(5 

imm^iatement inférieur à 76, et le nombre quarrë iiQ-> 
médiatement supérieur à ^65 : ces deux quarrés sont 64 
etâSg, et leurs racines sont 8 et 17. On aura,4"*"V^64=ia, 

^l ^zz=:^=: 11 : d'oii l'on voit que les limites de t 

en nombres entiers sont 12 et 11. Nous aurons donc, 

2Z + 6o J2S-f-6o 1» % 1» . . •O/ 

j — < 12, et >ii; d ou Ion tire, z< 12-1-1/^04, 

et z > xH-l/6i. Prenons le quarré 81 immédiatement in- 
férieur à 84, et le quarré G4 immédiatement supérieur à 
61 ; nous verrons que les limites de z sont entre 21 et 19. 
En faisant -s=20, on trouvera^ ^=^'-, ^=f7, t — a=~. 
Ceux qui voudront approfondir davantage cette mar- 
tîère , consulteront le tome II de l'excellent Traité d'al- 
gèbre d'Euler. 

AVERTI s. SEMENT. 

Dans ce qui me reste à dire sur la résolution des équa- 
tians , je ne considérerai plus que des équations déter- 
minées. On pourroit résoudre, pour le troisième et le 
quatrième degré, et même pour les degrés- supérieurs , 
des problèmes indéterminés analogues à fudquet 
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de ceux que nous avons donnc^s pour les deux premUnl 
degrés : mais ces recherches difficiles et de pttre curM 
occuperoient une place gui sera mieux remplie pard'n-l 
très objets plus utiles. 



CHAPITRE XV. 

De^ équations déterminées du troisième degré. 

arj'j, JLiA formule générale des équations déterminées du 
troisième degré est ^^ -|- a^' -4- i^ -h c = o ; ^ étant Fincoo- 
nue, eta,b,c des quantités données. En effet, quelque 
équation déterminée du troisième degré dont il soit que»* 
tion, on pourra mettre tous les termes d'un même côté; 
diviser tout par le multiplicateur de ^, si ce multiplica- 
4:eur est autre que i ; ensuite représenter par a le coeffi- 
cient de ^, par b celui de t, et par c le résultat des termes 
tous connus. 

• 

^78. Les quantités a, b^ c étant données, j'observe d'a- 
bord .que si l'on suppose c=:o, on aura /^H- at"" -hbt==^o, 
expression que l'on peut regarder, ou comme le produit 
de t=o par la quantité i^ -h at-{- b, ou comme le produit 
de la quantité t par l'équation du second degré ù^ -i- at-^ 

t/ = o^ qui donne ^= ^-^ . Ainsi 1 équation 

, . , ,, . . . — a-^\yCua-Ab) 

t^-^at-^tt — o a trois racines : savoir, o. 1-^, 

— , c'est-à-dire, qu'en mettant l'une quel- 

conqus de ces trois quantités à la place de t, on aura éga- 
lement, t^ -H o>t' "^ bt=:o, comme il e^t aisé de le vérifier 
par le calcul. 

079. Supposons que a .et b soient o ; Téquation générale 
à^ -h a^ -t- *^ Ht c3=^p deviendra r^ -f- c =^ o , ou /^' = — c. 

rTinnt ift nmaé cube de chaque côté; on aura cz^y-^ c, 



V 
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-. expression toujours réelle (c étant supposée réelle) , et qui 
^ «era positive si c est négative^ négative si c est positive. 
. ■ D'un autre côté, si Ton divise Téquation û -h c=:o, 

par ^— -V — c, ou (en supposant, pour abréger un peu les 

expressions, c = ;»*), ^^ + 771^ = o, par t-\-m : on trouvera 

pour quotient l'équation du second degré, 

- . , 1 11 j m±zm\/ — 3 
ir — mt -h m=:o, laquelle donne t = , 

-2 

qui sont deux autres racines de l'équation proposée; mais 
ces deux nouvelles racines sont imaginaires. 

On aura donc également û -h ni^ = o, soit qu'on mette 

Tw H- 7/1 V^ — 3 m — m i/" — 3 

pour t, ou — m, ou , ou , com- 

22 

xne le montre le calcul. 

a8o. Scholie. Les deux cas précédents n'ont eiucune dit 
£culté. Je vais maintenant résoudre l'équation générale: 
t^ + ^^ -h i^ -f- c = o, sans supposer qu'aucune des quan- 
tités a, b, c, soit zéro. Mais, pour faciliter cette recherche 
autant qu'il est possible, voyons d'abord si on ne peut pas 
transformer l'équation dont il s'agit en une autre qui ait 
un terme de moins, et qui, étant par conséquent plus simr 
pie, doit être naturellement plus aisée à traiter. 

281. Lemme. D(ili\^rer Véquatwn t^ -h at' H- bt -i- c = o , 
de Vun de ses termes. 

Qu'on pFenne une nouvelle inconnue x, et une quan- 
tité indéterminée m , telle que Ton ait t^^ x ^ t/ï-, et par 
conséquent ^ = a;'' -f- 2.7nx H- m^ , t^ :=:x^ -^ Zinx* •+- 3m*x 
-4- 7w^. En substituant ces valeurs de ty ^% t^ dans notre 
équation, et ordonnant tout par rapport à j?, nous au* ôns 
la transformée , 

x^ -{- 3/72 "I x"" -h 3w* "i X -{- m'* 

-i- a j -h zam l h- bm* . ;«_» ^ 
-h b I -+- bm 

Or, comme dans cette nouvelle équation la quantité xrt 
est arbitraire, il est clair que nous pouvons la prendre d^ 
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manière que Tun des trois derniers termes s*évanouis8é.l 
Si nous voulons faire évanouir le second terme^ nous au* 
rons ( 3fn -h a ) or* = o ; et comme x n'est pas zëro ( antre* ' 
ment on auroit t=z m, ce qui ne feroit que changer 1*6- 
quation proposée en une autre où Finconnue^ au lietl 
d*étre t, seroit m)^ il s'ensuit qu'on a 3m4-a= o^ ce qui 

donne ;» = r-« 

ô 

Si nous voulons faire évanouir le troisième terme^ nom 
aurons ( 3m* -h 2am -h b)x=zo , c^est-à-dire , 3/n* -h 2am 
H- i = o. D'où l'on voit que pour déterminer m il faut 
résoudre une équation du second degré. 

Si nous voulions faire évanouir le quatrième terme ; 
nous aurions m^ -H ajn* -H bm -H c = o. Ainsi, pour déter- 
miner m y il faudroit résoudre une équa^on du troisième 
degré qui a tous ses termes ; problème qui est de même 
nature que celui dont nous sommes occupés. 

Nous ne pouvons donc ici faire évanouir que le second 
ou le troisième terme. Faisons évanouir le second^ c'est* 

à-dire^ faisons m=: ^ , car cette préparation est celle 

qui produit les calculs les plus simples; nous aurons la 
transformée^ 




pu bien (en supposant^ pour abréger les expressions, 

3 27 3 

équation qu'on apprendra à résoudre dans un moment, 
et dans laquelle p et q sont supposées des quantités réelles, 
^i peuvent être d'ailleurs positives ou négatives. 

: a8$* Memarçue. Noiis observerons au sujet du problême 
jp:fyjfidmitf q^ la mène substitution de a; + m à la pkc» 
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a de f ,. peut servir & faire disparoître tel terme qu'on vou- 
j dra d'une équation d'un degré quelconque. 
i- . En effets si on a ^ par exemple > Téquation générale du 
, ■ quatrième degré^ t^ -{- at^ -\- bc^ -h et '^- d = o ; en y substi- 
tuant a; + 17» au lieu de t, on aura la transformée^ 




dans laquelle faisant 4^ -h û = o, ou m = , on aura 

une équation du quatrième degré , qui n'aura point de 
second terme. Le troisième terme s'évanouira en faisant 
Sm* + 5ani -f- i = o , c'est-à-dire , par la résolution d'une 
ëquation du second degré. Le quatrième s'évanouiroit en 
faisant 4''*' -+- 3ai»' -i- zbm 4- c = o, c'est-à-dire, par la 
résolution d'une équation du troisième degré. Le cin-* 
quième s'évanouiroit en faisant m^ -h am^ -h bm^ -h an -H 
J = o, c'est-à-dire, par la résolution d'une équation du 
quatrième degré. 

De même, dans Téquation générale du cinquième degré 
/' + tf ^ -+- bc^ -{-cù^ -h de ■+- e=:o; si l'on £'ditt=^'r -h m, 
on aura la transformée. 



H- a J 



a?* -i- erc. 
= o 



dont le second terme s'évanouira par l'équation du pre- 
mier degré, 5m -f. a=:o, ou 1»=^ — -; le troisième s'éva- 

5 

nouira par une équation du second degré; etc. 

En général, qu'on ait une équation d'un degré quel- 
conque «, représentée par ^° -hat^'* bt^'^ H- etc. =0, eri 
faisant tz=a; -h fn, on aura une transformée dont le se-* 
cond terme s'évanouira par l'équation du premier degré 

nm -f- a = o, ou 77» = ; les termes suivants s'évanoui* 
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ront par des équations du second^ du troisième^ et& 
degrés. 

a83. Problème I. Résoudre V équation x' -h px -+- q = 0. 

Il est évident que, lorsque j'aurai trouvé la valeur 
de X y laquelle contiendra dans son expression les 
lettres p et q^ j'aurai aussi la valeur de r, exprimée 
en a, b, c, puisqu'il ne faudra pour cela que mettre 



2a^ ai 



pour p sa valeur b-^ — , pour q sa valeur : h c, et 

ensuite retrancher de l'expression de x la quantité -r- , i 

cause de Féquatîoti t-rrix-^- m=:x r-. Si la valeur de 

X est réelle j celle de t le sera aussi : si la valeur de x est < 
imaginaire, celle de c le sera également, puisqu'en re- 
tranchant d'une quantité imaginaire une quantité réelle, 
on ne peut avoir qu'un reste imaginaire. 

Ayant écrit l'équation x^ + px 4-^ = sous la forme 
*• = — /«? — ^ i je prends une nouvelle inconnue z ; j'a- 
joute à chaque membre la quantité 3a:'z -h 3a\s* -*- z',ce 
qui donne 

(A) 0?^ -h Zx^z + Zxz' + 2' = 5zx^ + 3z' 1 0? + z^ 

— P } —Vf 
équation dont le premier membre est le cube du binôme 

ar -H z. Or, comme l'inconnue z est arbitraire, nous pou- 
vons supposer que cette inconnue est telle que la partie 
Zzx* -H (3-2* — p)x du second membre s'évanouisse , c'est- 
à-dire forme l'équation partielle 

5zx* -H (3x5* — ;K;)a? = o,ou 5zx •+■ 3z' — p = o ; 

d'où Ton tire a? -f- 3 = ~ , et (a? + js V= ■^. 

D'un autre côté , la même supposition réduit l'équation (A) 

à celle-ci ,(x.^ zy = z^ — q^ 

Egalant entre elles les deux valeurs de (^ + z )% on aura/ 



t3 



-^ = z^ — g , on bien z^ — qz^ = — , 

équation qui se résout (267) par la méthode du second de- 
l^é ^ et qui donne 



a V 4. ^iJ 
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V. 4 ^7- 

_. Représentons y pour abréger y par deux simples lettres 

^. JVi et /z ^ les deux valeurs qui résultent de là pour z; c'est- 

^' 4~dire^ supposons 

nous aurons en conséquence ces deux équations^ z^ = 7n% 
z' = 71% qni, étant résolues par la méthode de Tar-» 
ticle ^79 ^ donnent pour z ces six valeurs ; 

. z = i»,^ = (i dr V — 0)\ 

2 

II. z = «,z = — — (idt v/ — 3). 

2 

Multiplions m par « , il nous viendra, inn-=i y — ^— == 

a? 

— — ; ou y» = — • 3m/i. Or, on a trouvé a? -4- z = ^ , ou 

a? :=r 2 ; donc a: = — 2. Substituons succes- 

•ivement dans cette équation , à la place de z , ses six va* 
leurs , nous trouverons pour .r six valeurs qui se réduisent 
à trois. En effet , mettant d'abord les trois valeurs de z 

"• en niy on aura •^ = — n-^m . x = --: 1 X 

1 ±: K — à 2 

(1 ±: V^ — 3); et si on multiplie haut et bas le premier 
terme de chacune des deux dernit^res valeurs de ,t , paz* 

1 ip K — o , elles deviendront a? = ± ^ . 

2 2 

Il vient les trois mêmes valeurs pour o^, en mettant 
pour z ses trois autres valeurs en /z , et opérant de la même» 
manière. 

Ainsi l'équation proposée x^ -h px -i- 9 := o , a simple- 
ment les trois racines , 

m -h n . fTw — «) W^— 3 
«;= — « — ?«,«•;= ±: ^ — — î 
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ou^ (en éliminant m et n)> 

X V — 3, 
284. Corollaire I. On voit au premier coup-d*œil parleij 

formules ,a: = — n — m.a::=: ±: , 

a a 

que la première valeur de ^ est rëelle, et que les dem 
autres sont imaginaires , lorsque ni et n sont des quan- 
tités réelles. Or , 1» et n sont réelles lorsque la quantité 

radicale y \^ -{^IL\ est réelle , et cette quantité est 

réelle dans deux cas : 

,$ 

1.** Lorsque p est positif^ parce qu'alors le cube ~ est 

27 

aussi positif, et qu'en ajoutant ce cube avec le quarré — 

qui est toujours positif, quand même la quantité y seroit 
négative , on a une somme positive dont la racine quarrée 
est par conséquent réelle. . * 

a.° Lorsque p étant négatif, ou lorsque l'équation ayant 

cette lorme x^ — pa; -^ ç = , ona-i-^> — , parce que 

la quantité radicale du second degré , qui est maintenant 

V j J, est<encore réelle. 

Ainsi concluons ,1.** que toutes les équations du troi- 
sième degré, qui ont cette forme a?' -^px^ 4- ^ = o , ont une 
seule racine réelle, et que les deux autres sont imagi' 
naires. 

a-° Que les équations de cette forme, a:? — px-^- ^=0, 
sont encore dans le même cas , pourvu que Ton ait 

4 *7 
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285. Corollaire II. Si dans* ITiypothèse que le terme px 
est précédé du signe — , ou que Téquation est de cette 

: forme , a?' — px + ^ = o^ona— ^-^^la quantité ra- 
'Û^x^Hq V I -^ — -C-l disparoît, et on a 7ai = /i. D'oeil suit 

gue le terme -^ ^— : s évanouit , soit qu on le 

prenne en -f- ou en — . Par conséquent les trois racines 
de réquation sont réelles ^ et de plus les deux dernières 
•ont égales entre elles. Ces trois racines sont , 

222 

a86. Corollaire III. Supposons toujours l'équation 

, . » . . qq p^ 

ar -f^ px '\' a =z o j mais qu on ait maintenant ■^^<~. 

^ 4 27 

Alors la quantité radicale v I — — — | devient imagi- 
naire ; les deux quantités ^ et n sont aussi imaginaires 
, séparément^ puisque chacune d'elles renferme dans son 
expression une partie imaginaire qui rend le tout imagi- 
naire. Cependant on ne doit pas conclure pour cela qu'au- 
cune des racines de l'équation soit imaginaire ; elles sont 
au contraire toutes les trois réelles* Voici un moyen pour 
s'en convaincre. 

Représentons^ pour abréger le calcul, la quantité ràdi- 

cale imaginaire, \/[Sl-t],oW[{^-^h " ^ ' 

par V — kk, ou h \/ — 1 /h étant une quantité réelle = 
3 

V\^ —I : faisons de plus ^=2r; nous aurons ( en 

L27 4 "* * 2 

mettant pour m et n leurs valeurs en r et A dans les for- 

, m-^ n ^ ( m — n) >/ — 3 ^ 

mules ,ir=z — m — n .x-=. ' ±: ^ — 1 • 

^ ^2 2 J 

a? = — (r-h Av/— i)^~(r — A )/ — \Y y 

(rH-itV/— r)^ (r—A i/— iV _^ 

^ z=: ^ M, ■ : -4- : X 

2-2 
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i[(r-hkv^—iy—{r—k l/— 1)"]. 1/ — 3. 
Or , en faisant le développement de ces trois expres^ons 
par le moyen de la formule du binôme (i4^) , et observant 
que l/— 3 .\/ — 1= 1/5 .\/ — i.^- — i= — v^3: 
on trouve que tous les termes où il entre des imaginaires 
se détruisent mutuellement par Toppo&ition des signes, 
et qu^il ne reste que les seuls termes réels. En effet , ces 
expressions deviennent 



9r.* 343r* 

V çr* 243r* 656ir^ y 
'3,1 SA» 22X:4 ^ 

— .( — •+- etc. ]• 

y. V 3 81/^ 729r4 y 



1/ 

Si on avoit A:>r, il faudroit en élevant le binôme r± 

Ai/ — 1 à la puissance -rr- , regarder le terme ±: k i/ — i 

comme le premier. Alors , en faisant des calculs entiè- 
rement semblables aux précédens , et considérant que 

a 1 I t ( 

{±k \/— 1 )» = ±: X". (— 1 )^ X (— 1 f = ip V.\/—\\ 
on trouveroit , 

2r y, I 5r* 22;'* ^ 

a?= ". — f -7; T^rr H 7 — etc. 1; 

l>^A3 81A* 729X:4 y' 

r , I 5r* 22r4 ^ . 

a? = 5 f -s 77-77 "* 7: — etc. ] ±: 

|>;^iV3 81 /c- 729^* ) 

^ 9/L* 243^4 656iA^ ^ 

Ces valeurs ne contiennent encore point d'imaginaires ; 
et forment des séries convergentes. 

Enfin si on voit k=:r , les expressions qu'on trouveroit 
pour les racines, en prenant r, ou A l/' — 1 pour les pre- 
miers termes des formules à développer , seroient encore 
réelles , et de plus convergeroient, mais plus lentement. 
Concluons de là que les équations de la forme x^ — px 

-j- « =1 o , et où l'on a — < — ont en général trois racine» 

a? 4 
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réelles et inégales entre elles. Ces raCcines contiennent en 
Upparence des parties imaginaires^ mais dans la vérité ces 

{>arties imagimaifes s'anéantissent réciproquement par 
'opposition des signes. On n'a pas encore pu exprimer en 
général ces racines par des formules .algébriques finies qui 
tjie continssent point d'imaginaires^ et c'est ce qui a fait 
• donner à ce cas le nom de cas irréductible du troisième degré. 
J'ai dit en général: car il y a des équations particulières 

de la forme x^ — px 4- 7 = 0. où l'on a-^< -^, et ou 

27 4 ' 

cependant les racines peuvent être représentées par des 
expressions finies débarrassées d'imaginaires. Cela arrive 
lorsque les parties de la racine comprises sous les radi- 
caux cubes sont des cubes parfaits; car alors^ en tirant 
les racines cubes ^ comme on l'enseignera dans la suite ^ 
les parties imaginaires se détruisent par l'opposition des 
signes. 

Faisons quelques applications de cette théorie générale. 

087. Problème II. Un homme place goô**^ dans un com^ 
merce ; au bout de trois ans il retire 1089** •* ^^ demande à 
combien pour 1 00 se monte le gain qu'il a fait. 

Soit u le gain cherché. Il est clair que le gain rapporté 
par les 900^ au bout de la première année sera le qua- 
trième terme d'une proportion dont 100, u et 900 sont 

les trois premiers. Ce gain sera donc exprimé par-^ ; 

100 

et par conséquent la somme qui revient à notre commer- 
çant à la fin de la première année est 900 -h -2 ^ ou 

QOoX . Semblablement la somme qui lui revient 

111 1 f f lOO-h M\ ^ TOO-f-M 

au bout de la seconde année est i ooo X ) x -• 

^"^ 100 ^ 100 

celle qui lui revient au bout de la troisième année est 

a_ IOOH-M\ ^ ioo-hw\ ,^ IOO-+-Ï* g^ 
qooX — — ) X J X -. Or. p 
^ 100 ^ 100 ^ 100 ' ^ 

thèse ^ cette dernière somme doit être 1089. < 

Algèbre. ^ 
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,,, (( ^ ioo-hi«\^ loo-hn \^ too + » ^1 

réquation Ugoo ^ —[^^) ^ —[Z^J ^ -1^^"= ^"M 

qui se réduit à(ioo + tt)'= laioooo. Donc, si Ton snp* 
pose loo -h tt= ^^ on aura^ = iaioooo, éqnation quia 
rapporte à celle de Fart. 2179, en fai^nt c == — laioooOi 
Tirons la racine cube de part et d'autre; nous auroBil 
i ^ io6,56 à très -peu de chose près. Donc tt = 6^56 se» 
siblement. Si Ton évalue ( Arith. 1 13) la fraction dëcimib 
o^56 en sous et deniers , on trouvera qu'elle vaut 1 1' af\. 
Ainsi le gain que le commerçant a fait se monte pour 
100^ à 6*^ 1 1' 2^ 7 à peu de chose près. 

â88. Problème III. Un homme place 900**^ dans un con- 
merce ; au bout de trois ans il retire une quantiié JCargeA 
telle qiûen rajoutant at^ec celle qui lui reviendrou à lafà 
de la première année on auroit 2400^ pour somme : iromct 
à combien pour 100 monte le gain qu^il a fait. 

Soit u le gain cherché. En raisonnant comme dansb 
problème précédent^ on voit que la quantité d'argeot 
due au commerçant à la fin de la première année est 

QOOX(lOO-h«) - . f 1 lin, 

^ ^ ; et que la quantité due à la fin la troi- 

100 

goo X (100 •+- mV 
sième année est ^ . Ainsi on aura par les 

I 000000 ^ 

j. . , ,,. 90oX(iooH-My 90oX(ioa-4-i«ll 

conditions du problème.' • H 

^ 1000000 100 

= 2400. 

Soit 100 H- w = a?. On aura^ après les réductions^ «^ + 

8000000 ... . - 

10000:1; ^r = 0, équation qui se rapporte à Ia 

formule x^ -^ px -^ q=i o de l'article 283, en faisant 

8000000 _, . 

p-^ 10000, q = . ht, comme ia quantité /» est 

positive , il s'ensuit (284) que l'équation n'a qu'une seule 

racine réelle^ et que les deux autres sont imaginaires. En 

substituant à la place dep etq leurs valeurs numériques 

Uns là n'-»""''ère expression générale de x trouvée (283), 

racine réelle cherchée , 
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Or la racine quarrée de la fraction —• est 4^0414, à 
peu dé chose près. La première partie de a: sera donc 
ç /t»4i4oo ^ c'est» à-dire , iSS^gtf à peu de chose près; et 

la seconde sera y — ^—^ ^ c est-à-dire ^ — 23,986 à peu 
près. Donc x=: 114,929 sensiblement. Ainsi ^ à cause dd 
100 4- u = o;, on aura u= 14,929. Evaluant la fraction 
décimale 0,929 en sous et deniers, on trouvera qu'elle 
vaut 18* 6^ 77. Par conséquent enfin le gain qu&le com- 
merçant a fait se monte, pour 100^, à 14**^ 18* 6** —• sen- 
siblement. 

289. Problème IV. Tromper un nomWe dont le cube ajouté 
avec le produit du même nombre par ^S donne 100 pour 
sommée. 

Soit X le nombre cherché. On aura Téquation x^ 4- ^Sx 
== 100, ou bien x^ -h ^59êr- 100 = o, qui se rapporte à la 
formule x^ H- px -h ^ = o^ en faisant p = ^5, qz=. — 100. 
Cette équation (284) a une racine réelle et les deux autres 
imaginaires. £n la soumettant à la formule générale de 
l'article 283 , et mettant à la place des quantités leurs va- 
leurs numériques , on trouvera x == y [ 5o -h 5 y 255] -h 
\/[5o — 5\/255]. 

290. Problème V. Les conditions d'un problème ayant 
mené à V équation t' -+- 12 1'' -+- 60 1 -f- io3 = o^ i7 s^agit de 
la résoudre ou de trouver V inconnue. 

Je commence par faire disparoître (281) le second terme 
de cette équation, en faisant t=-x — 4- Parla j'ai la trans- 
formée x'H- 12^ — 9=^<>> q^î s® rapporte à la formule 
x^ -\'pX'\'q'=o ,p étant = 12, ^= — 9. Cette équation 

n'a qu'une racine réelle qui est (283)^ x^=.y [ J -f- 

v/[lZI Z-]. Retranchant 4 de cette racine, on aur» 

la valeur de t. 
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291. Probléme.VI. Résoudre V équation t^H-6t'— -i8t + 

.Commençons par faire évanouir le second terme de 
cette équation , en supposant t^=. x — 2 ; nous aurons la 
transformée x^ — Zox -^j^ o , qui se rapporte à la for- 
mule x^ — px H- ^ = o. Et comme on a ici — < — , il 

4 27 

s'ensuit (286) que les trois racines de Téquation sont 
réelles. La valeur approchée de Tune d'entre elles est; 

par le même article, x'=- — a v rx(i h h 

s,^; , — etc. I ; et nous avons ici r = -^ = 3i . r* =061, 

Je =39. D'où Ton voit que la formule converge rapide- 
ment. Ainsi on peut se contenter de prendre ses trois 
premiers termes ; et alors , en mettant à la place des 
grandeurs littérales leurs valeurs numériques ^ on tirou- 
veraa; = — 6^3ii, * 

Les deux autres racines de l'équation peuvent se trou- 
ver par les, autres formules de l'article cité. Mais il est 
plus commode dans la pratique de faire servir à cette re- 
cherche la racine déjà trouvée, opération qui consiste à 
diviser l'équation x^ — 3o a; -+- 6a = o par où H- 6,3i 1 . Par 
là on trouve le quotient xx — 6,3ii x-\' 9,8^87121 , et le 
reste 0,02905823 1 , qui est assez petit pour pouvoir être 
négligé. On aura donc à peu près xx — 6,3 1 xx-^ 9,828721 
= 0, équation du second degré, qui donne sensiblement 
ces deux racines, a: = 2,7971 , ;r=:3,5i39. Ainsi les trois 
valeurs de t sont, à peu de chose près, /^= — 8,3ii| 

292. Scholie. La méthode pour résoudre les équations 
du troisième degré s'étend à toutes les équations de la 
forme v?"^ H- au^^ -+- bu^ -h c = o ; car en faisant u° = r, 
on a la transformée ^^ 4- a^"* H- èr -+- c= o , qui est du troi- 
sième degré. Connoissant t, on connoîtra aussi u, puisr 

- V 
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CHAPITRE XVI. 

Des équations déterminées du quatrième degré. 

ag3. JLj E s équations déterminées du quatrième degré 
peuvent être représentées par la formule générale tf" -h 
at^ H- i^'-l- et H- dz=. o , t étant l'inconnue, a,b , Cy d des 
quantités données^ et réelles, positives ou négatives. 

294. Qu'on ait d'abord tout-à-la-fois û=o, b^=:<o, c=:o; 
cette formule deviendrai* H- rf=o, ou t^-=- — d^zdx. — i. 
Tirant la racine quarrée de part et d'autre^ on aura u=:.± 
\/d • V/— 1 ; ce qui donne paur u deux valeurs ou racines 
imaginaires. Chacune de ces valeurs donne, en tirant en- 
core la racine quarrée , deux valeurs imaginaires pour t. 
Ainsi l'équation t^ -h d=o a quatre racines qui $ont toutes 
imaginaires. Il est en effet évident que la quatrième puis- 
sance d'une quantité réelle, positive ou négative, étant 
toujours positive, il n'est pas possible que cette quatrième 
puissance, ajoutée avec une quantité positive, puisse for- 
mer une somme égale à zéro. 

Si le terme d étoit précédé du signe — , c'est-à-dîre , si 
on avôit l'équation i^ — d= o, ou t^ =^ d, on trouveroit 
d'abord, en tirant la racine quarrée, /:t'=±: \/d, ce qui 
donne pour ^^ deux valeurs réelles. La première de ces 
valeurs donne pour c deux valeurs réelles , l'une positive, 
l'autre négative ; mais la seconde donne pour t deux va*- 
leups imaginaires. Ainsi Véquation ^^ -^ /£= o a deux ra- 
cines réelles. Tune ppsitive , l'autre négative, et deux 
racines imaginaires. Soit, par exemple, d= 16. Les deux 
valeurs de t sont 2 et — 2, et les deux valeurs imaginaires 
sont -f- al/ — 1, et — 2\/ — 1. 

agS. Soit simplement ^£=0; notre formule généra?*»' 
devient ^(^^ 4- a^* -h i^ -h c) = o ^ d'où l'on tire ou /=" 
ou t^ -♦' a^' + i^-h c = o. Et, comme cette dernièïe-é< 
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tion , qui est du troisième degré et qui se résout par les 
méthodes expliquées dans le chapitre précédent^ a néces^ 
sairement une racine réelle ^ tandis que les deux autres 
peuvent être réelles ou imaginaires , il s'ensuit que Téqua- 
tion t^ H- at^ -h J^* H- c/= o a une racine = o, une seconde 
racine qui est réelle^ et deux autres qui peuvent être réeUes 
ou imaginaires.' 

296. Soient a = 0, c=o : la formule générale deviendra 
I^H-i^-f-rf=z:o, équation qui se résout (267) par la mé- 
thode du second degré ^ et qui donne d'abord ^ == ± 

v/[ii__^], puis ,= ± v/[-i.±N/(-^-rf)]. Ainsi 

réquation /*-f- i^" -4- rf=o a quatre racines, qui peuvent 
être toutes quatre réelles, ou toutes quatre imaginaires, 
ou deux réelles et deux imaginaires ; cela dépend des signes 
et des valeurs des quantités données b et d. 

297. Scholie. Les trois cas précédents sont les seuls qui 
puissent ainsi être résolus sans le secours d'aucune nou- 
velle règle. Je viens à la résolution de l'équation générale 
^ H- a^3 H- bt* -h ct-\' d = o , sans supposer qu'aucune des 
quantités a, b, c, d soit zéro. Et d'abord, pour simplifier 
le calcul, je commence par faire évanouir le second terme 
de cette équation, à quoi je parviendrai (281) en sup- 
posant c=: X ; supposition qui change l'équation 

4 
t^ H- at^ 4- etc. en celle-ci x^ 4- px^ + ^^ -+- r= o, en pre- 

, 3a* a^' ab a^h 3c/* 

« h d. 

4 

298. Problème I. Résoudra V équation 

(A) X* H- px' -f- qx -f- r = o. 

H est évident que si , après avoir trouvé les valeurs de 
â?^ on retranche de chacune d'elles la quantité constante 

<t-j on aura AUSSI les valeurs de t. à cause de t=i x -• 



(2Z — /^)x' — qx + z* — r = (2« — p) X [x' 
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De plat> on voit que les valeurs de t seront réelles ou 
imaginaires selon que celles- de x seront réelles ou imar 
ginaires. 

Mettons l'équation proposée sous cette forme ^ 

;a5* = — px^^^qx'-^r, 

dont le premier membre est le quarré de o^ ensuite pre- 
joions une nouvelle inconnue indéterminée z ^ et ajoutons 
ax*z 4- z* à chacun des membres de l'équation précédente ; 
nous aurons 

jc* 4- ^x'z H- jb* = — ^x" — qx — r-^- nx'z 4- z* ; 
ou («• •+- zy = (2Z — p) X* — qx -^ z' — r y 

équation dont le premier membre est le quarré du bi- 
nôme x^ -¥ z, et dont le second pourra devenir aussi un 
quarré^ ou être regardé comme un quarré en prenant 
convenablement Tarbitraire z. J'observe pour cela que 

22— p 

-j ^— -y y expression dont la racine sera 

±: \/{^z — p) X \x _ f f sipourassujétir(256) 

le second facteur (a?*— — - — x 4- 1 à devenir un 

quarré parfait^ on suppose- =^ — \ ~)> ou 

4(a« — p){^z' — r)-=q*. Cette supposition donne {jàn 

faisant as ^—/? = ^, ouz=-^ , pour parvenir à des 

2 

résultats plus simples^ et ordonnant l'équation par rap- 
port à 5), 

( B) 5^ 4- a/?5» 4" ipp — ^r)s — q* = o, 
équation que je nomme auxiliaire, et qui^ n'étant que 
du troisième degré ^ donnera la valeur de s par les v 
thodes du chapitre précédent. Ainsi nous pouvons r€ 
der s comme connue. 

Maintenant^, puisqu'on a («' 4- 25-)* = ( ^-Cr— Z' 
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(x' — Où •+- -^ ] , ou bien (en employant la con- 

dition qui rend le second facteur du second membre in 
quarré parfait), 

(X- H- zy = (2Z-P) X (x --2 y r 

^ 2.{2Z p) ^ 

on aura, en mettant pour z sa valeur -^ r et tirant la 

racine quarrée de chaque membre ) , 



2^2 V S ^ 

équation qui renferme ces deux -ci, x* — a; 1/5 = — 

^- ' !_-; ^. + ^v/, = _JL_ * . 9 



2 2 3 \/ S 2 % 2 V^S 

Résolvant ces deux équations , qui sont chacune du se- 
cond degré et qui donnent chacune deux valeurs de x, 
on aura pour x ces quatre valeurs : 



X 



X 



\/s 


±v/(- 


- .Ç 55p — 


2q \ 


-Vs 


±>/(- 


2, 


2q \ 



299. Corollaire I. Comme l'équation auxiliaire (B) a 
trois racines , et que rien ne détermine à employer l'une 
d'entre elles préférablement aux deux autres dans les va- 
leurs trouvées pour x ; il s'ensuit que toutes les trois peu- 
vent être employées indifféremment. En faisant succes- 
sivement ces substitutions de 5, il semble au premier 
coup-d'œil qu'on aura douze valeurs pour x\ mais on 
n^en trouvera réellement que quatre, ainsi qu'on va s'en 
convaincre très - simplement de la manière suivante. 

Sans résoudre l'équation auxiliaire (B), représentons 
par gph, kf les trois valeurs qu'elle donne pour s , c'est*- 
è^ire^ supposons qu'on ait, où sz=zg, ou s'=-h^ ou s=kf 
(s — 4r) X (s — h) X (s — A) = o, ou (en effec- 
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• ^ hk) j— ^'^M = o. Or cette équation devant être identique 

avec l'équation (B) ; si on les compare terme à terme, on 

i aura zp = — g — h — k ; pp — /^rz=gh h- gk -{- hk; 

' qq'=:zghk , ou q=i \/{ghk). Substituons pour /? et ^ leurs 

■râleurs dans les équations , 

œ 

: nous aurons 



y/. 


^A- 


- 5 - 


-^P — 


2(, \ 


V. 


±w- 


- s - 







œ 



^s±K/(-s + ff^h^k-l!:^) 



-V.±v/(-.-H^+A + A-H^^^^ 



/ 



X 



Cela posé, mettons d'abord g pour s, et observons qu'a* 



ors — s -h g -h 

V s 
({/h— )/ ky, ou(\/ k—y'hy;etque — s-i^g-hh-^k-y- 

^ïl^M)=h-h A 4- 2 v/(A^) = (\/ A -h W^ A)% ou 
( — l/'A — V^A)'. Ainsi on aura pour a; ces quatre valeurs, a:= 

—————, ce — fX — ^ 

2 a , % 

_—Vg'-'Vh^y/k 

a 
Semblablement , en mettant h pour 5, on trouvera ^= 
1/ A -f V/^— v/' i \/h^\/g -h[/k —V h^y/g-^Vk 

— _— _ o« ^ ^ ', 

2 



X 



2 



0? = 



;r 



_ ^)/h'^\/g^{/k 



V c 7 V/k-hV^g—y'h 
Xinnn, enmettant Apour 5, onauraJi:=- > oc=^ 

2 
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Par où l'on voit que les trois valeurs de s donnent cht* 
cune les cjuatre mêmes valeurs pour x. 

3oo. Corollaire II. Puisque le dernier terme de Yé(f» 
lion (fi) est toujours négatif (ifif étant toujours positif^ uA 
qu'on prenne 9 en + ou en — ) ; il s'ensuit que cette éqnt- 
tion a généralement au moins une racine positive» Garrot 
ses trois racines sont réelles^ ou Tune seulement est rëdk 
tandis que les deux autres sont imaginaires ; il n'j a pts 
d'autre combinaison possible^ comme on le voit- par le 
chapitre précédent. Or , 

1 / Lorsque les trois racines deFéquation (B) sont réelles, 
j'observe d'abord qu'on ne peut pas supposer qu'elles 
soient toutes trois négatives^ c'est-à-dire^ qu'on ait, os 
^= — ^, ou5 = — A, ou 5 = — k; car une telle suppo- 
sition donneroit ( 5 + ^} X (54- A) X(i-f-A)=o,ott 
^* -^ (g -h h -h k) s^ -f- (gh + gk + hk)s -^ ghk = o, 
équation dont le dernier terme est toujours positif ^ tandis 
que celui de Féquation (B) est négatif. On ne peut pas non 
plus rapporter Téquation (B) à la forme (s — g) X (s — h) 
X (5-f-^)=c, où il y a deux racines positives et une 
négative , parce qu'ici le dernier terme du produit effectué 
seroit encore positif. Mais elle peut se rapporter^ soit à la 
forme (s — g) X (5 H- A) X (5 h- A) = o, où il y a une 
racine positive et deux négatives , soit à la forme (s — g} 
X (s — A) X (s — A)=:o,oùles trois racines sont posi- 
tives; car dans l'un et l'autre cas le dernier terme du pro- 
duit résultant est négatif, comme cela doit être. 11 n'y a pas 
d'autres combinaisons pour les racines réelles. Ainsi, en 
supposant que les trois racines de l'équation auxiliaire (B) 
•oient réelles^ elles sont toutes les trois positives^ ou il J 
•n a une positive et deux négatives. 

3.^ Lorsque Téquation (B) a deux racines imaginaires^ 
i|Ie peut être regardée comme le produit d'une équation 
^do premier degrë^ par une équation du second qui a ses 

niMa imaAnaires^ et qui peut toujours être représentée 
MÉWt ^ =p ^t^ir. R = o ^ la quantité n étant essenr 
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' tiellemeot positive et plus grande que — ■• Alors l'ëqua- 

tîon (B) ne peut pas se rapporter à la forme (j+ g) X 
(s' qz ms + n) = o , gui contient , outre les deux racine» 
imaginaires, uneracine négative, puisque le dernier lermo 
du produit effectué seroît n g, quantité positive ; mais elle 
se rapporte à la forme (j — g) X { s'' zf: ms -h n) ^ o f\ai 
contient, avec les deux racines imaginaires, une racine 
positive , et dont le dernier terme — gn est négatif. 

11 résulte de toute cette analyse que l'équation auxiliaire 
(B) contient toujours au moins une racine positive. Je re- 
présente cette racine par ^j et je l'emploie dans les valeurs 
de X ; alors la quantité v^s ou i/'g étant toujours réelle , 
on voit que les racines de l'équation proposée x* -\-px' -H 
nt toutes quatre réelles , ou toutes quatn 



1 



V 



maginaires, ou deux réelles et deux imaginaires, selon ^H 



que les deux quantités radicales l/ ( — s ^ zp -r j 

V( — s--ap+ -^\ seront toutes deux réelles, outoutes 

deux imaginaires, ou l'une réelle et l'autre imaginaire. 
Or, puisqu'en vertu de l'article précédent on a les quatre 
mêmes valeurs pour a:, quelle que soit celle des trois va- 
leurs de i qu'on emploie, nous devons conclure en général 
que toute é»Juation du quatrième degré a quatre racii 
réeHes , ou quatre racines imaginaires, ou deux racine»; 
réelles et deux imaginaires. 

3oi. Corollaire III. La lettre g' représentant toujours la 
racine positive essentiellement contenue dans l'équation 
auxiliaire (B), et les quatre racines de l'équation (A) étant 

2 a 

1." Que ces quatre racines sont réelles, si, outre 1& 
quantité positive^, les quantités Aet h sont encore posi- 
tives, c'est-à-dire , si les trois racines de l'équation a 
liaire (B) sont positives. 

a." Les quatre racines de l'équation (A) sont imaginaire 



I 
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lorsque les quantités h et /c sont négatives et inégales,! 
ç*est-à-dire , lorsque Téquation (B) a une racine positiTe] 
et deux racines négatives inégales. 

3.^ L'équation (A) a deux racines réelles égales et dem 
racines imaginaires^ lorsque hetk sont des quantités né- 
gatives et de plus égales entre elles. 

4*^ Supposons que les quantités h et k soient imaginaires 
alors ces quantités proviennent ^de Téquation du second 
degré s* z^ ms -^ n = o , dans laquelle n est une quantité 



positive plus grande que — , et d ou 1 on tire. . • • . • . 

4 
±:m±:\/(m* — au) , :±:/fi-»-i^Cm»— 411) 

s = i: -!— i^ en sorte que A= -i-^ 

2 2 

±:m — \/(m* — 4/1) . , ». j- - ' - 

A:= i ^2—^, expressions qu on peut écrire ainsi, 

, ±m 4-1/(4/1— mO.V/—i , ±m— V^(4/2 — w*). l/— i 

^ — ^ ^/c , 

2 2 

ou bien (en représentant la quantité réelle v^ (4/^ — ^') 

par/;, /t = j^^== • v-iela pose, 

2 ^ 

en tirant les racines quarrées de ces expressions de ^ et de ^ 

par la formule du binôme (14^)^ et les substituant dans les 

quatre valeurs de x, on trouvera que de ces quatre valeurs, 

deux renferment le radical imaginaire \/ — 1 , et que les 

deux autres ne contiennent que des quantités réeiles. D'où 

je conclus que si Téquation auxiliaire (B) contient deux 

racines imaginaires , l'équation (A) a deux racines réelle* 

et deux racines imaginaires. 

Passons à des applications. 

3o2. Problême II. Résoudre Véquauan t* 4- 4^^ -*- 3t* 4- 
3 = 0. 

Je commence par délivrer Téquat/on de son second 

terme, en supposant (282), ^= ^ — 1 ; ce qui me donne 

^tnmsformée a:* — 3a?* 4- ax 4- 3= o. On a donc/? = — 3, 

=^ r= 3 ; et Tëquation en 5 est s^ — 6i' — 3^ — 4 = o. 

ar tëaoudre cette équation au moyen des formules du 

ent. il faut en faire éranouir le second 
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i terme : je suppose donc en conséquence^ s=^^ -f-a; 
: ce qui donne la transformée u^ — i5u — 26 = o. Cettç 

équation n'a (284) qu'une seule racine réelle , et par consé- 
. quent l'équation xi^ — SoAf- etc. a deux racines réelles et 

deux racines imaginaires. La valeur réelle de u est (aSS), 

M = V^[i3-h v/44] -h V^[i3— v/44].Donc,àcause 
^ :=: u H- a , nous aurons y s =:v[a-+- v(i3-+-v44) 

+ V^(i3-v/44)]' 

Substituant cette valeur de V^ 5 dans les quatre expres- 
sions générales de x données à la fin de l'article 298 , on 
aura les quatre racines de l'équation x^ — 3a;" H- etc. On 
trouvera par le calcul , ce qu'on sait déjà , que deux de ces 
racines sont réelles et que les deux autres sont imaginaires. 
Connoissant les valeurs de or, on aura aussi celle de ^, 
puisque t= x — 1 . On voit que des quatre valeurs de t 
deux sont réelles , et les deux autres imaginaires. 

■ 

Dans la pratique du calcul , les quantités radicales doi- 
vent être évaluées en nombres rationnels qui en appro- 
chent. 

3o3. Problème III. Résoudre V équation x* — lax' — 8x -4- 
2 = 0. 

Cette équation est délivrée de son second terme , et on 
SLp:=- — 12 , 9= — 8, r = 2. L'équation en s est 5^ — 24^' 
' H- i365 -— 64 = o ; et , en supposant s== w -h 8 , oh a l'ë- 
quation en u sans second terme ,u^ ' — 56a = o ; d'où Ton 
tire ces trois racines réelles , u = o,u=:-f- V^ ^S ,u=z — 
i/ 56. Ainsi les racines de l'équation proposée a?* — ,12a:" 
— etc. , sont toutes quatre réelles pu toutes quatre ima- 
ginaires. C'est le premier cas qui a. lieu ^ parce que leis 
trois valeurs de s sont positives , à cause de 5 = z^ -h 8. En^- 
ployons la première valeur de u^ c'est-à-dire, prenons 
ùzzzo] nous aurons 5=:w-f-8zz:8,et i/i= 1/^8 = 2 1/^2. 
Substituant cette valeur de s dans les expressions générales 
de X de l'article 298 , on aura pour les quatre racines de 
cotre équation^ 
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3o4. Problême IV. Résoudre réquadon x* — 6x" -h 41 + 
a3 = o. 

Cette équation ii*a point de second terme , et on 1 
pz=, — 6 , 7=4 i ^ = ^2- L'équation en 5 est s^ — 12 4*-*5& 
i— 16 = o ; et en supposant S'=:u + ^,oil9,,u^ — 104»— 
368 = o. 

Cette équation a ses trois racines réelles (284). Par con- 
séquent les racines de l'équation proposée a?* — 6ar^-+-etc 
sont toutes quatre réelles^ ou toutes quatre imaginaires. 
C'est le second cas qui a lieu , parce que l'équation eni 
n'a qu'une valeur positive et deux négatives. Le problème 
qui auroit conduit à l'équation a?* — 6a?* 4- etc. renfermoit 
donc des absurdités dans ses conditions. Je me dispensa 
d'écrire les valeurs dea? ^ parce que ces valeurs imaginaires 
sont fort chargées de radicaux. 



CHAPITRE XVII. 

Efforts qu^on a faits pour résoudre les équations de 

tous les degrés. 

3o5. ÏLàK résolution générale des équations étant le prin- 
cipal objet de l'algèbre , on a tenté divers moyens d'éten- 
dre et dé perfectionner cette théorie. Mais , quelques 
efforts qu'on ait faits en ce genre, on n'a pu parvenir jus- 
qu'ici à résoudre généralement que les équations des 
quatre premiers degrés ; encore même avons-nous vu que 
la méthode pour les équations du troisième et du qua- 
trième degré a l'inconvénient de ne pas donner des racines 
sous une forme finie ^ lorsque l'équation du troisième de- 
gré^ qu'il faut résoudre comme question primordiale ou 
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<^«5ondaire, appartient proprement au cas irréductible. 

*^C^Lis il y a dans les degrés supérieurs des équations assu- 

^ties à certaines conditions qui permettent de les résou- 

'_*'e généralement, ou de les abaisser à des degrés infé- 

^^urs, ce qui tend à diminuer la difHculté. Jen'aipasl'in- 

^«ition de rapporter ici tous les travaux d«s algébristes 

**r cette matière; cela me meneroit trop loin. D'ailleurs 

' 1& n'écris pas l'histoire de l'algèbre , j'en espose seulement 

. ^ffl stat actuel. Cette dernière considération demande que 

^^^ distingue ici et que je fasse connoître la méthode de 

^yjJoiyre (i) pour les équations comertibles ; et l'essai d'une 

L^^ouvelle méthode d'Euler (a) pour la résolution générale 

"^lUes équations de tous les degrés. 

4^ Etjuaeions résolues par Moivre. I 

"^7 3o6. Oo donne à ces équations le nom ^équations ou 
^pfformules convertibles , parce que tous les termes étant sup- 
^*rposé» placés d'un mtme côté, elles forment des expres- 
^9^ioiis telles i .° que l'inconnue ^ et une quantité donnée k 
i|Ont ensemble, ou séparément , le même nombre de dimen- 
^sions dans tous les termes. 2.° Que les coefficiens numé- 
riques des termes également éloignés des deux extrêmes 
ont les mêmes et ont le même signe. Telles sont les équa> 
lions : 

x' + pkx' + pl^x + A' := o, 

ar* + pkx^ + çA'a;" -I- ph}x + A* = o , 

a.* + A' = o. 

La méthode pour résoudre ces équations s'entendra faci- 
lement par des exemples. Je supposerai constamment A^ri, 
aBo d'abréger j ce qui n'apporte aucune restrictiou à la 
néthode. 

307. Exemple I. Résoudre rétjuation conyerdble ] 

X* + px' + qx* -h px + i = o. 
On Toît que la question est de décomposer la formule 

^iX) Mitcellanea aaalytica , fj'îo. 
ifii Asad. de Péten>b. auu. 1731 et 17^3. 



I 
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a?* -f. px^ -f- qx^ H-^j?H- 1 en ses facteurs. Or, je supposé] 
qu'elle soit composée de ces deux facteurs du second d^! 
gré ,x^ -^ ax -^ i , ar* -f- fta: -4- i , en sorte qu'on ait . . . 

= a:* -f-(a H- 6>r^-f- (aé -f- a )a?' -f- ( a -f- ^)a: -h i. 

En égalant terme à terme les deux membres , on aurt 
a-4-6=/?,a6-f-a=^; et ces deux équations combi- 
nées ensemble donneront a = -^ ^^ , 

t = ^ , \VP — 22 ^. Ainsi, les deux facteurs de II 

formule proposée sont, x^-hx — ^ — ^ i^ + 1, 

Ces deux facteurs se décomposeront eux-mêmes chacua 
en deux facteurs du premier degré, par la méthode qpi 
apprend à résoudre les équations du second degré. 

Par exemple , soient p=^5,qz=:'j; en sorte que la for- 
mule soit x^ -H 5x^ 4- 70?' -h 5x -^ 1 : les deux facteurs da 

second degré seront x* H ^^ ^+ 1^ a?* H — • +1. 

2 a 

3o8. Remarque, Si par cette manière de décomposer 
la formule proposée on trouve pour a et b des v^eurs 
imaginaires, on prendra pour facteurs composants du se- 

cond degré , a?" 4- a^ 4- t, a?* 4- -7— H -7- ; ce qui donnera 
x^ -hpx^ 4- qx* 4-/?a: 4- i={x^ -hax-i- b). Çx^-h —4- -j) = 

Alorsa4--r = P^ ^ 4- ^4--r = ^. Mettant dans la se- 
b . b ' 

nh 

conde de ces équations pour a sa valeur 7-, donnée par 

la première, on trouvera 
i* 4- (a— 7)6' 4- (a 4- pl rr-- 2q)bl 4- (a— 9) 64-1= 0, 
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. ifquation convertible qui se di^composera par l'article pré* 
:s^detLt, ea ces deux facteurs dusecooid degré &' — /^+ i , 
>j>* — ^fr -f- 1 ; et on trouvera 

y — 2 -h 1/ ( ^^ -f- 4(7 -h 4 — 4/;^ ) 



/= 



a- 



y — 2 — v/( yy4-4 y4-4>--4p^ ) * 

^^ponnoissamyetg"^ on déterminera J, en regardant Tua 
Àes facteurs i' — /è -i- i , b"" — g^-f- i, par exemple^ le 
Ipremiêr^ comme une équation dont le second membre est 
méro ; ce qui donne 

;._ /±»^(//-^4) 

Ensuite ^ à cause de a = —— ^ — V on aura 

I 2^-/±^/^(77-.4y 

j Par exemple , soient/? = 4, ^ = 8 : si on employoit la dé-i 

jf composition de l'article précédent, on trouveroit pour a et 

' fr des quantités imaginaires. On emploiera donc la seconde 

décomposition , et on trouvera qiie les deux facteurs a?x -h 

ajc -i- b, x^ 4- — -+--7 , de la formule x^ + ±x^ + 8x" -f- 

40? -H 1 sontx^-i-x(2'^V^2)-^5-^zy'2,x^^x{2 — v^a) 
-*- 3 — zv/z. 

3og. Exemple II. Décomposer la formule ce™ — 1 enfac-- 
leurs réels , m ^Va/z^ un nombre entier positif et pair. 



m m 



• Il est clair d'abord que x"^ — 1 =(0:^ — 1) X (x"-4-i).Sî 
— est encore un nombre pair, le premier facteur se dé- 

composera en deux autres de la même manière , et on opé- 
rera sur le second comme dans l'exemple iv ci-dessous. Si 

^ est un nombre impair, on opérera sur les deux facteurs 

comme dans l'exemple suivant. 

Algèbre. a5 
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3xo. Exemple III- Décomposer la formule x" ± i «i 
facteurs réels , le nombre n é$aru un entier impair. 

D'abord j'observe que quelque soit Texposant /i , la for- 
mule af'±:i est divisible par x±:i. Faisant la division , on 
trouvera la formule convertible a;**"' ::f:a:»"*-f-^"^qza;'***-f-etc* 
qui sera décomposable en facteurs réels. 

Par exemple^ soit /i = 5 ; en divisant x* dr i par jc ± i , 
•on trouve pour quotient a;* q: :i?' -f- a:' ip a? -f- i . On sup- 
posera que ee quotient est compose des deux facteurs 
0:^ + ^0:4- i, xx-^bx-i- 1^ et on déterminerai et & comme 
*ci-déssus. 

Soit, pour second exemple, /i =7 ; en divisant x^ it 1 par 
rc ± 1 , on trouve pour quotient la formule convertible 
jc* q: j:^ -H a;* zp ^^ -h a:' qp a: 4- 1- Regardons ce quotient 
comme composé des deux facteurs convertibles oî'-i-â^+i, 
x^ -4- hx^ -h cx^ 4-6x -+- 1 ; multiplions ensemble ces deux 
facteurs, et comparons terme à terme le produit résultant 
avec la formule x^ zp x^ ^ x^ zç. etc.; nous trouverons, 
pour déterminer a, i, c, les trois équations a 4- è= ip 1, 
^4-«i4-i==i, aA-Haczzripi. La première donne i=zizi — n, 

la seconde c:=z — abz=iaa ± a ; la troisième c= • — ^ — ^ti^- = 

a 

2 Q "^ I 

- : égalant entre elles les deux valeurs de c, on aura 



a 



aarfca= ou bien a' ±:aa — aaq: 1=0. D'où Ton 

a 

voit que, pour déterminer a, il faut ré&oudre une équa- 
tion du troisième degré. Connois sant a on connoitra b et c. 
£n(in on décomposera la formule x^ 4- bx^ 4- ex? 4- éx4- 1 
en deux facteurs réels du second degré , comme dans 
Texemple précédent. 

3ii. Exemple IV. Décoifiposer la formule x"4- 1 enfao^ 
teurs , n étant un entier pair. 

^ On supposera que a?** 4- i est le produit du facteur tri- 
nôme oî* 4- ûo; 4- 1 par une formule convertible de l'ordre 
n — 2, et on déterminera les coefficients comme dans les 
exemples précédents. Par exemple , soit /i = 6 ; je fais 
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»î* H- 1 = (xo? + aaî -+- 1 ) X ( jr* -H èx3 -4- ccc* -4- èx -H 1 ). 
Effectuant le produit indiqué et comparant terme à terme 
les deux membres de Téquation résultante, je trouve 
a-i- b= o^ c4-ûè-H i = o, 2b -i- ac^=o; ce qui donne 

o — — a, c = — 1 — û^=:— i-haa, c= = 2 > 

a 

et par conséquent ^a — 1=12, oua=v^3, &= — i/3. 
La formule proposée a;^ h- 1 a donc pour facteurs o^o; -4- 
^1/^3h-i, a:^ — a;5V/3-Haa:- — xI/Sh-i, dont le 
second se décompose comme on a vu. 

JVos lecteurs appliqueront facilement Tesprit de oes 
exemples à d'autres questions de même nature. 

Les formules ou équations résolues par Moivre sont 
fort utiles dans Tanaiyse. Malheureusement le nombre 
ea est borué. 

Métlvode d'EuIer. 

M 

3 12. En considérant la forme sous laquelle se présentent 
les racines des équations des quatre premiers degrés réso- 
lues parles méthodes ordinaires^ Euler a conjecturé qu'en 
général la racine d'une équation du degré quelconque n 

pou voit être représentée par la formule a; = A-HaV/^H- 

ft V 5'-4-c V 5' -H -H A V 5°"* ; X étant l'incon- 
nue de l'équation proposée, s l'inconnue de Téquation 
de Tordre immédiatement inférieur n — 1; A, a, b, c, etc. 
de» coefficients donnés ou à déterminer. Cette manière 
d'envisager les racines des équations sert en effet à ré- 
soudre un très-grand nombre d'équations dans tous les 
degrés. La forme de cet ouvrage et les bornes dans les- 
quelles nous sommes obligés de nous réduire ne nous 
permettent pas d'entrer dans un grand détail à ce sujet. 
Nous nous contenterons d'appliquer la méthode d'Euler 
aux premiers degrés. 

Je suppose toujours, pour simplifier le calcul, que l'é- 
quation à résoudre est privée de son second terme, forma 
à laquelle toute équation peut être ramenée (282). 
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Second degré : j;* -f- 9 = o. 

X 

3i3. Supposons x^=:a v^u, et par conséquent a:* — 
o*u = o. En comparant cette équation terme à terin« 
avec la proposée o:*^^ = 0, on a — a'tt=^, ou (en sup- 
posant le coefficient arbitraire a= 1) , u= — q, et V^u=:± 
V^ — ^^ Donca;=:d:V' — q» 

Troisième degré : a;'-f-/»^4-7 = o. 
314. Soit x==avM-f-*vi^%et conséquemment^ 

D'un autre côté, la formule proposée x^ -{-pjc -4- 9=0| 
d^onne x^^'—^px^'^q , ou (en mettant dans le second 
membre pour x sa valeur supposée) , 

x' = — pay u — pi y u* "^ q. 

Egalons entre elles les deux valeurs 4^ ^' 3 en faisant 
la partie rationnelle de Tune égale à ]a partie rationnelle 
de Tautre , et les parties radicales égalés chacune à cha^ 
cune des parties radicales correspondantes ; nous aurons 
€i^u -h b^u^ zzz^^q , Zabu = — /? , Zabu = — p. D'où Ton 
voit qu'entre les cinq quantités p^^q^a^b^u, on a sim- 
plement les deux équations a'u-4-i^tt' = — q, 5abuz=: — p» 
Nous supposerons donc que la valeur de l'un des deux 
coefficients a et &, par exemple, celle de a est 1 ; alors 
nous aurons entre p, q, b, u les deux équations u-f- 

i'u* = — q, Zbuz=i — p. La seconde donne 4 = ^} 

ou 

substituant cette valeur dans la première, on aura 
u ' — =: — ^; d'où Ton tire 
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•Bsuite (à cause de m -*- b^u*=i-^q, ou de i'u*=— ^— u)^ 
in trouvera 

^ Twr conséquent on aura 

;e qui est conforme à Farticle 283» 

Quatrième degré : x^ 4- px^ -f- ^a; -f- r = a* 

Si5. Soit a? = a vu + b V tt* 4- c v u' , ou bien (en- 
^ •'^c>bservant que Vu^=:Yu, et transposant le terme J yu"*), 

J^» — i V M = a yu + c vu'. Quarrant chaque mepabre^ 

^' en aura a:* — afta; yu -f- A*^ = a' yu -4- e"u vu 4- 2acu y 
•u bien ( en mettant tous les termes rationnels dans un 
membre^ et les termes radicaux dans l'autre)^ x'-h b^u-^ 
%acuz=z{2hx 4- û' -h c'a) \/u. Quarrant de nouveau, metr 

^; 'tant tout dans un même membre et ordonnant par rap- 

i^ port à :r, on trouvera l 

•-• a?* — ^acu I x" — /^bu{a^'i- c*u) x -^ a^u 
— 2 6* u y -H A'^u' 

— .4^1*» eu* \ = 04 
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4-2a <; u 
— c*u' 

Comparons cett« équation avec laproposée x* -hpx^ 4— 
^x 4- r =:o> en égalant entre elles les parties correspon- 
dantes ; nous aurons — ^acu — Sib^uz=zp ; — ^bu (a* 4- c*w) 
szq; ^a*u --^ b'^u* -^ ^ab^ eu" 4- aa*c'u*— 0*^^=: r. 
€^mme nous avons quatre inconnues a, b ,CyU, et seu- 
lement trois équations , supposons A= 1 ; nous aurons les 
trois équations — ^acu — aiu:=::p; -.4u(a^ 4- <î*2^) = ç} 
— «* u 4=^ u*^ — 4acu* 4- 2a*à*u* — c^u^:=:: r. La première 
donne ^acu = — p — 2u,ou j/^aai*±D^-^pu — 2U% et 4«'c'u'=i 

^ — ^^^ La seconde d6nn# a* 4- c*» =.-*- -^ ^ et pat 
4 ^ ^ 
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conséquent u(a* -^ c*u^ = T^ ^ ou bien a*u -f- aaVu' + 

r*»^ =-^, ou — a*tt — c*u» + %a^eur = 2^ + 

lOâ» lOM 

ka*c^y,* = 2?_ -4- C/y-^aiii ^ Substituant cette valeur 

et celle de l^acu* dans la troisième équation, on trouTert, 
toutes réductions étant faites, 

U' -f- h 7 7 — = O* 

2 l6 64 

OU bien (en faisant u = — J , 

s^ -h 2ps^ -h ipp — 4r)s — 77 = o, 
ce qui est l'équation auxiliaire (B) de Tarticle 295. Coo- 
noissant 5 au moyen de cette équation, on coonoitra aussi 
u; ensuite on déterminera a et c par le moyen des équa* 
tions — /^acu — ou =^p, — 4u («' -+- c*u)z=q. On trouve 
ainsi, en faisant les réductions convenables^ les mêmei 
résultats que dans Tarticle 298. 

Voyez, pour un plus ample développement de cette 
méthode , le tome IX des nouveaux Mémoires de l'acadé- 
mie de Pétersbourg. 



CHAPITRE XVII I. 

Proprie lés communes aux écjuations de tous les 

degrés. 

3i6. L/ E s propriétés que je vais exposer dans ce chapitre 
•ont curieuses par elles-mêmes ; de plus elles préparent 
la voie pour la résolution exacte de certaines classes d'é- 
quations, et pour la résolution approchée des équations 
de tous les degrés, comme qn le verra dans la suite; ainsi 
elles méritent l'attention du lecteur. 

317. Soit^ entre l'inconnue x et les données a, b, c, rf, 
réquation<x — a) X {xr^h) X^ {x~ c)y. {x — d)z=o} 



r 
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c'est-à-dire, en effectuant les multiplications et ordon»- I 
" nant le produit final par rapport à x: 

t{A) a;' — (I "\ a;' + o& Y a;' — aùc "X ^ + ahcd "] 
-b\ +ac\ ~abd\ y 

* — ci -|-a<fl — acd f I — ' 

— d] + 6t f ^bcd] ] 

■^•bd\ 
-^cd] 

' II est clair que l'assemblage des termes qui composent 
le premier membre de cette équation peut être égal à 
zéro de quatre maaières différentes; savoir : en suppo- 
sant, ou X :=^a, ou x:= b, OU a:::^c , 0^1 x=.d; car, dans ■ 
tous les cas, on aura zéro pour l'un des quatre fadeur» | 
X — a , X — h , X — c, X — d; or, zéro multiplia ot une 
quantité quelconque donne léro pour produit. Si l'on 
mettoit pour x toute autre valeur e, alors aucun des fac- 



- b , e — c,e' — (/, n'étant zéro, leui 



pro- 



duit ne seroit pas non plus zéro. Il y a donc dans l'équa- \ 
tion proposée quatre racines ou valeurs pour x\ et ce qui 1 
caractérise ces racines, c'est qu'en substituant succBSsi- i 
vemeut chacune d'elles à la place de x, la totalité des \ 
termes de l'équuCion s'évanouit par l'opposition des signe» \ 
-♦- et—. 

L'équation précédente n'est que du quatritîme degré ; 
mais on voit bien quela même remarque s'applique, à toute* 
sortes d'équations ; c'est-à-dire, qu'en général une équa- 
tion d'un degré quelconque a autant de racines qu'il y a, . 
d'unités dans l'exposant de lu plus haute puissance de j 
l'inconnue, et que chaque racine a la propriété de rendre, J 
par sa substitution à la place de l'incoanue, l' assemblage \ 
de tous les termes de l'équation égal à zéro. | 

Je n'ai pas besoin de faire observer qu'on ne peut pa» 
supposer tout-à-la-fois pour les racines d'une équation , 
X — a^o, X — i:=o, X — c^o, etc. ; mais que ces équa- 
tions particulières ont lieu seulement dans le sens disjono- 
if. Elles sont compiises comme facteurs dans une mèm» J 
i^uation, parce que l'algèbre, comme naus l'avons déiarl 
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observe (^58)^ donne ^ par une même formule , non-seo* 
lement la solution du problème particulier qu*on peut 
8*étre proposé ^ mais encore la solution de tous les pro- 
blèmes qui ont des condition» semblables. Les différentes 
racines de Téquation satisfont à chaque condition. Ce» 
racines peuvent différer entre elles ^ par la quantité et 
par la manière d*ètre. 

Quelquefois on dit que les racines d'une équation sont^ 
a: = a, x = &, a: = c^ etc. , ce qui donne x — a = o, a;— 
hzzLOjX — c = Oj^ etc. ; mais cette manière de parler est 
une abréviation qu'il faut entendre dans le sens que je 
viens d'expliquer. 

Dans l'équation qui précède toutes les racines soDt 
positives. L'équation suivante (x -f- a) X (a; 4- i&) X (a? -f- c)X 
(X -+- <i) = o, c'est-à-dire , 

( B ) X* -h a "^ x^ -h <ié \ a;* 4- abc ^ a? 4- ahcd 

ac\ + ahd 1 
ad \ -+- acd j 
bc i -+- bcd \ 
cd I 
bd] 

à toutes ses racines négatives. Ces racines sont a:=: — -a^ 
a? = — bf xzm — c, xz=z — d] équations qu'il faut tou- 
jours entendre dans le sens disjonctif. 

II y a des équations qui ont leurs racines en partie por 
sitives , en partie négatives : telle est l'équation 

(C) x^ "r- a\ x"" + ab\ X '\' abc 





-9^ a\ x"" + ab\x 
— b \ — ac\^ 
-f- c j — bc) 




qui a deux racines positives, savoir: x=^a, x=:b'f%X 
une racine négative , savoir : a? = — c. 

Il e$t clair en général qu'une équation a autant de ter- 
mes , plus un, qu'elle contient de racines. 

3i8. Remarque /. Les équations précédentes ont été 
regardées comme formées d'équations du premier degré, 
et alors chacune d'elles contient autant de ces équatioxu 
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tomposantéï qu'il y a d'unité» dans l'exposant de son degr^. 
On peut aussi rej^arder une équation f(uî passe le second 
degré comme composée d'une ou de plusieurs équation» 
du second degré , ou du troisième , etc. , combinées , s'il 
est nécessaire, avec des équations du premier, de manière 
que le produit de toutes ces équations composantes forme 
une équation du même degré que la proposée , et qui coïn- 
cide entièrement avec elle. En effet , lorsque l'on compose 
une équation par la multiplication successive de plusieurs 
équations du premier degié, on forme des équations du 
second degré, ou du troisièmCj etc., qu'on peutparcon- ■ 
séquent prendre pour des facteurs de la proposée. 

3ig. Remarque 11. Il peut arriver qu'une équation con- 
tienne des racines imaginaires , et alors il s'en trouve aussi 
flans ses équations composantes. Ces sortes de racines 
vont toujours deux à deux, parce qu'on peut les regarder 
comme contenant dans leur expression au moins un radi- 
cal /;'ai> placé au devant d'une quantité négative , et qu'un 
I tel radical porte essentiellement le double signe ±. Soit , 
par exemple , l'équation x"" — (aa — ac) x* + {_aa-i-bb — 
40c -\- ce + dd) x' + {f^aac + ziic — aacc — zaàd) x + 
{aa + bb) . (_cc -i- dd) := a , que l'on peut regarder comme 
composée des deux équations du second degré, xx — 
S.ax + aa + bb^= o ,xx + zcx + cc+ dd = o. Chacune 
de ces équations composantes contient deux racines ima- 
ginaires. En effet, la première , xx — zax + aa-\- i/b^o 
donne x:=a zt b \/ — i;etla seconde j xx-¥acx ■\-cc-\- 
dd=^o , donne x^= — c ± d K'' — 1 . jM 

On voit que dans l'équation résultante du produit da '■ 
ces deux équations , les coëflicients des puissances de l'in- 
connue et le dernier terme de l'équation sont des quantités 
réelles ; les imaginaires disparoissant par voie d'addition 
et de multiplication. 

lien sera de même dans l'équation (:tv— a). (.^+A).(''^.j;+- 
a,cx + ce + dd) ^ o, qui est formée de deux équations du 
premier degré et d'une équation du second dont les ra- 
cines sont imaginaires ; ainsi des autres. 
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Z26. Théorème L Quelle qué sou Vespèce dès 
d'une équation , si on ordonne cène équation par rapponA 
V inconnue y et que le premier terme soit positif et rC où p\ 
id autre coefficient que V unité j on remarquera les pnffiim 
êuii^antes : 

h Le premier terme de Féquation est rinconnue ékvkk\ 
la puissance exprim^ée par le nombre des racines. 

IL Le second terme contient V inconnue élevée à unepiy 
sance moindre d*une unité, avec un coefficient égal à k 
somme des racines prises avec des signes contraires. 

III. Le troisième terme contient Pinconnue élevée à un 
puissance encore moindre de Punité, avec un coe/ficientigi 
à la somme de tous les produits qu^on peut former , en mJ* 
tipliant toutes les racines deux à deux. 

IV. Le quatrième terme contient rinconnue élevée à atf 
puissance encore m^oindre d'une unité ^ avec un coé/fiduA 
égal à la somme des produits qu'on peut faire en multiplUaU 
'trois à trois toutes les racines prises avec des signes conr 
traires. 

Ainsi de suite jnsqu'au dernier terme , qui est le produà 
de toutes les racines prises avec des signes contraires. 

Tout cela est évident à Tinspection des équations dosr 
nées pour exemple dans les articles 317 et 3i 9. 

Sai. Corollaire I. Donc une équation n'a point de se- 
cond terme , lorsque toutes ses racines étant supposées 
réelles^ les unes sont positives , les autres négatives^ et 
que la somme des racines positives est égale à la somme 
des racines négatives. Ainsi , par exemple , Téquation (C) 
de l'article 317 n'aura point de second terme si l'on a 
a + &= c. Une équation dont toutes les racines sont ima- 
ginaires n'aura point de second terme, si la somme des 
quantités réelles qui entrent dans les expressions des ra- 
cines est en partie positive , en partie négative , et que le^ 
résultat se réduise à zéro, les parties imaginaires de détrui-' 
sant mutuellement par l'addition dans chaque paire de 
racines. Ainsi la première équation de l'article 3ig n'aura 
point de second terme% si Ton a — 2a-f-ac = o^ ou a =€.. 
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/ l.a seconde équation du même article , laquelle a sa m- i^^H 
j cines en parties réelles, en partie imaginaires, n'aura ^^^| 
I, point de second terme, si l'on a,b — a + zc=o ,oua — b ^^H| 



^2C. line équation n'aura point de troisième terme, si la 
somme des produits des racines prises deux à deux est en 

I partie positive , en partie négative , et que le résultat soie 
égal à zéro, etc. 
On appelle étjuation complète celle qui a tous ses termes. 
"Une équation où il manque un ou plusieurs termes est 
incomplète : telle est l'équation j;' + r^ o , qui n'a ni se- 
cond ni troisième terme. On peut toujours ramener une 
équation incomplète k la /orme des équations complètes, 
en affectant du coefficient zéro les puissances absentes de 
l'inconnue; ce qui est quelquefois nécessaire ou utile. 
Ainsi, au lieu de l'équation ar^ + ;=:o, on peut écrire. 

522. Corollaire II. Une équation qui a des racines posi- 
tives peut être transformée en une autre qui ait des racines 
négatives de même valeur, et réciproquement. 11 ne faut 
pour cela que changer les signes des termes aliernatifs, & 
compter du second inclusivement. Par exemple, si au lieu 
de l'équation jl? — 8j;' + lyx — lo =: o , qui a les trois 
racines positives x^ i,sr =i z, x=^^3, on écrit x' + 8^." + 
1737+10^0; cette dernière équation aura les trois racine» 
négatives x-=.— 1, a:;= — z fX=i — 5. De même , si au'^ 
lieu de l'équation a:' -(- aa;' — 1 3.r + lo-r^ o, qui a les deuï-j 
racines positives, x'^ 1 , x^ 7. , et la racine négative' 
X := — 5, on écrit a;' — ■ 2x' — i3.r — 10 ^:=o, cette dei^- 
nière équation aura les deux racines négatives, a. = — 1» 
a;=^ — 3 j et la racine positive a; =: 5. 

En général , qu'on ait les deux équations, {x — a)y.{x—by 
X (j;— c) ■K{x-d)X eic. = Q,{x-^a) X (x+h) X (^ + r) 
V. {x -{- d) X etc. = o, dont les racines sont les même» 
aux signes près. Si l'on développe ces équations , on verra 
(320) qu'elles doivent avoir différents signes au second 
teruie , le même signe au troisième , diiïéi ents signes au 
quatrième , le même signe au cinquième^ etc. 
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Si une équation n'avoit pas tous ses termes^ il favdi 
commencer par suppléer les termes absents^ parsénA e 
pour pouvoir y appliquer la règle en question. 

3â3. Corollaire III. Sans connoitre en particulier! 
racines d'une équation^ on peut trouver leur somntj 
celle de leurs quarrës , celle de leurs cubes ^ etc. Car Mil 
réquation du degré quelconque m, a^ -♦-yi™-* "+-g2C*"H 
hx^'^ + etc. = o ; et nommons a , b, c, etc. , ses racîn«i| 
Cela posé , 

1° La somme des premières puissances des racineii^ 
c'est-à-dire^ la somme des racines mêmes , ou a + & + c-Ht&i 
= — f, puisque le coefficient de Tinconnue dans le secoatl 
terme est égal à la somme des racines prises avec des signa 
contraires. 

2.» La somme des quarrés des racines^ c^est-à-din^ 
«• -h i' -h c* -f- etc. =y^ ^-g* Car si Fon fait le quant 
du polyuome a-i-b -f-c-h etc. , on trouvera que ce quarii 
contient la somme des quarrës des termes a , b , c , etc.^ 
plus le double de la somme des produits que Ton formej 
en multipliant ensemble deux à deux toutes les racines 
a fb ,c , etc. ; c'est-à-dire , qu'on aura , (a -♦- i -4- c -f- etc.)* 
= a* 4- i* H- c* -f- etc. -4- a {ab -i- ac -i- bc -h etc.). Or, on 
a,(a-f-i4-c-h etc. y =/' , et aft -+- ac -f- ôc -f- etc. =^g* 
Ainsi on aura/** = a" -+- 6* -H c* -f- etc. -h a^, et par con- 
séquent a" -h 6' 4- c' 4- etc. =/* — 2^* 

3.® La somme des cubes des racines, c'est-à-dire, a' + 
^3 -f- c' 4- etc. = — /î 4- 3/^ — 5h. Car si Ton fait le cuba 
de « 4- A 4- c 4- etc. , on trouvera (a 4- i 4- c 4- etc.)? 
=:«' -4- i' 4- c^ 4- etc. 4- 3 (a 4- i 4- c) X (ab 4- ac -h ic) 
— 5abc. Or, on a (a 4- * 4- c + etc.)' =— y% (a 4- *4-c) 
X (ab -\- ac -^ bc) = — /g, abc = — A. Nous aurons donc 
— y =a*4-i' + c^ + etc. — 3^ 4- 3A; et par conséquent 
<rî 4- *' 4- c^ 4- c' -H etc. = — /3 4- Z/g— 3A. 

Ainsi de suite pour les autres puissances des racines*. 
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* 324- Théorème II. Dans toute équation qui ne coniiei 
- ^ue des racines réelles , 

I. Si toutes les racines sont positives , les termes de Véqua» 

tion auront alternativement le signe + et le signe — . 

~_ II. Si toutes les racines sont négatives , tous les termes 

t le signe -^. 

m. Si les racines sont en partie positives , en partie néga- 

'tives , il y aura autant de racines positii'es que de variations 

e signes , et autant de racines négafit'es ijue de ■permuneaces 

f signes, en prenant ces variations et ces permanences d'un 

Tie au tenne suivant , dans toute l'étendue de l'équation. 

[Sur quoi on doit observer que si l'équation n'étoit pas 

tnplète , il faudroit commencer par la compléter. 
|La première partie de ce théorème est évidente par l'é- 
uation (A) de l'article 3 17, et la seconde l'est par l'équa- 
^n (B) du même article. 

(Pour démontrer la troisième, je prends par e^templa 
quacion (C) du même article, laquelle a deux racines 
tsitives et une négative. Il peut ariiver que l'on ait, c > 
h i, ou c < « 4- t. 
BCans le premier cas, le second terme est positif; le troi- 
pme est négatif, parce qu'ayant c > «+ i, on auranc ■ + 
if > (fl 4- i)' > ab. Et comme le dernier terme est positif, 
pîi voit que du premier au second il y a une permanence 
de signes ; que du second au troisième il y a une variation 
de signes ; et que du troisième au quatrième il y a encore 
une variation de signes. Ainsi il y a, en tout, deux varia- 
tions de signes et une permanence de signes , c'est-à-dire, 
autant de variations que de racines positives, et autant de 
permanences que de racines négatives. 

Dans le second cas, le secgnd terme de l'équation est 
négatif, et le troisième pourra ètie positif ou négatif. Si 
ce terme est positif, il y aura du premier au second une 
variation de signes ; du second au troisième encore une 
variation de signes; et du troisième au quatrième une per- 
manence de signes; ce qui fait, en tout, deux variations 
et une permanence. Si le troisième terme est négatif, il y 
■ura uae variation tic signes du premier ru second; une 
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permanence du second au troisième^ et une rariationdil 
troisième au quatrième ; ce qui fait encore deux variatiott 
et une permanence. Le nombre de variations de signes 
est donc, dans ce cas comme dans le premier, le méoe 
que celui des racines positives; et le nombre des pe^ 
manences, le même que celui des racines négatives* 

325. Corollaire. De là il suit que si Ton sait d^une na- 
nière quelconque qu'une équation ne contient que des if 
cines réelles^ on connoitra combien il y en a de posidrei 
et combien de négatives. Par exemple^ si y ai TéquatioB 

x^ -4- 5x^ — a3x' — 27a?' 4- 166a? ^-120 = o, 
et que je sois supposé savoir que toutes ses racines sont 
réelles ; je conclurai qu'elle a trois racines positives et deux 
négatives , parce qu'il y a trois variations et deux perma- 
nences de signes. En effet , cette équation contient la 
trois racines positives ,a;=i,:r = 2,a;=3, et les deui 
racines négatives, a;= — 4^ ^ = — ^» 

Si l'équation étoit incomplète, il faudroît, suivantia re- 
marque générale qui accompagne l'énoncé du théorème, 
suppléer les termes absents par zéro , qu'on peut imaginer 
précédé du signe -h ou du signe — . Soit, par exemple, Té- 

quation 

a?* — 20a;' 4- 3ox' -H 19a? — 3o = o , 

dont je sais que toutes les racines sont réelles , et qui n'a 
point de second terme. Je l'écris ainsi, x^ dz ox^ — 20a?' + 
3o^* -H 19^ — 3o = o ; et j'observe que , soit qu'on prenne 
le second terme ox* en -4- ou en —, il y a dans toute l'é- 
tendue de l'équation trois variations et deux permanences 
de signes. D'où je conclus que l'équation a trois racine^ 
positives et deux négatives. En effet , cette équation con- 
tient les trois racines positives a?=i,x = 2, a: z=zZ,et 
les deux racines négatives, x z=: — i,a; = — 5. 

On doit bien observer que la règle en question n'a lieu 
que pour les équations dont toutes les racines sont réelles. 
Car; par exemple, si on concluoit que l'équation ^a? + 
20; -h 5 = o a ses deux racines négatives , parce que tous 
ses termes sont positifs, on se tromperoit , les deux ra- 
cines de l'équation étant imaginaires. 
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L 3?6. Théorème III. Toute équadon peut êti-e transformééi 
ï une autre dont les racines soient plus grandes ou plus i 

s d'une quantité donnée. 
\ Soit une équation quelconque dont x est l'ia 

e par exemple l'une des équations de l'article Siy : 
^tes.r^r^z 4- /M, (2 éiant une nouvelle inconnue, m une 
lité donnée positive ou négative); substituez à la place 
fes puissances de x leurs valeurs résultantes de l'hypo- 
■=^ z + m; vous aurez une équation dont les raci- 
■s seront dans le cas du ihéorême. 

I327. Théorème IV. '2oWe équation peut être transformés 
I une autre dont les racines soient égales aux racines de Itf 
rernière multipliées ou divisées par une quantité donnée. 
l," Soit, par exemple, l'équation f'+ûi' + bt+ c=: o 



'on îaXt/c:=x, ou f^— jonauralatransfonnée^ar'-t-, ^ 

' +f'ltx +f' cz=^o , dont les racines sont les produits 

racines de la proposée , mullipiiées par la quantité_/l 

lOn voitqu'iiu moyen de cette tjflnsformation, uneéqua- 

bti qui contient des quantités fractionnaires peut étro 

■angée en une autre qui n'en contient pas. Soit, paV . 

, ,, , , al' bt d 1 ■ ,. ' i 

iemple, 1 ctruation i' + 1 1-— :=o:niulCiplieztou*l 

: -^ ' ^ ■ ^' h A ^ > 

■ le produit des dénominateurs, vous aurez glikt^ -t 

I- gkl/t •+■ gfid =r o ; ensuite faites ghkt ^ x, 01 

,-, vous aurez la transformée a;' +/JiOx'+g'k'/ibx-t 

gnk 

^h h'd r:^ o , où il n'y a point de fractions. 
[ La même tiausforuiation peut servir k faire disparoîtr» 1 
à quantités radicales qui affectent certains termes d'une ] 
['équation. Soit, par exeuiple, l'équation t^ -h ai' i^ k-^ 
't+ c 1/ k:=o; faites ti/' k = x, vous aurez la transfor-' 
ibée x^ + afix'^ + bkx + ck' z=o , oh il n'y a point dequan- 
pté radicale. 

> Soit encore, pour eseoiple, l'équation f' + a/" + 



( + c = o : faites - 



J 



, vousaurei la transformée 
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I 

— -4---r-4- — = o, dont les racines sont égales à celles dal 
j j j 
la proposée , divisées par la quantitéyi 

Il est clair qu'on peut transformer par les mêmes mo^eul 

une équation en une autre , dont les racines soient à ceUa| 

de la proposée , dans tel rapport qu*on voudra. 



CHAPITRE XIX. 

Méthodes pour trouver les diviseurs commensuratk 

qu^une équation peut contenir. 

328. 1 o UTE équation a autant de racines qu'il y a d'unità 
dans l'exposant de la plus haute puissance de rinconnne* 
Ces racines sont susceptibles de différentes formes : non 
avons déjà observé qu'on n'a point encore de méthode 
pour les trouver généralement, si ce n'est pour les quatil 
premiers degrés. Mais il y a dans tous les degrés deséqut* 
tions qui peuvent être décomposées en d'autres éqiuitioBS 
du premier degré, ou du second, ou du troisième, etc* 
Notre objet présent est de découvrir ces équations com* 
posantes, qu'on appelle diviseurs rationnels ou comment 
surables, parce qu'il n'y entre point de radicaux. Leur» 
dimensions s'estiment à l'ordinaire, par celles de l'incofi* 
nue qu'elles renferment. Cela doit s'entendre également 
et pour les équations littérales, c'est-à-dire, pour les équa- 
tions qui , outre l'inconnue, contiennent encore d'autres 
lettres, et pour les équations numériques, c'est-à'-dire, pour 
les équations qui ne contiennent pas d'autre lettre que 
l'inconnue. 

On sent l'utilité de cette recherche ; car si une équation 
est entièrement décomposable en diviseurs d'une dimén* 
ftion, on aura immédiatement toutes ses racines; sieQa 
est décomposable en diviseurs de deux dimensions ^ il ne 
s'agira plus, pour avoir les racines^ que de résoudre des 
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•qustions du second degré ; si, en divi'ieurs de trois di- 
mensions , on aura les racines en résolvant des équations 
du troisième degré, etc. 

3ag. Problême I. Décomposer une quantité rationnelle en 
tes /acteurs rationnels , lorsqu'elle en contient. 

Soit en généra! une quantité rationnelle A composée, 
suivant une loi giielconque, de tant d'autres quantités 
o, b , c ,d, etc. qu'on voudra : si cette quantité est telle 
qu'en mettant, pare);emple,apour i,ouenfaisant A^^a, 
on ait A ^ o : je dis que A sera divisible par a — b. Car , 
supposons qu'en divisant A par u ^ A, on ait Q pour quo- 
tient et K pour reste ; on aura par les premiers principes 
de la division , A =: Q (a — A) -+- R. Or, par hypothèse, 
lorsque a =: Z», on a A ^ o, et on a ausii alors Q (a — AJ 
^ o ; donc R =; o. 

33o. Exemple I. Heconnoîfre si la tjuantîté ou récitation 1 
4p' — 5b'p — 4^' ■+■ 3ab' =^o, a des diviseurs rationnels^' 

On voit, avec la plus légère attentionj que si l'on fait 
p:=. a , tous les termes de celle quantité se déiruisent n 
tuellement. Ainsi , ellti rsi divisible par // — tt. Donc, en 
effectuant cette division, et lU regardant/» comme l'incon- 
nue, l'équation l\p^ — ■ Si'/; — 4'** + Sflt' '^=- o, se décom- 
posera en ces deux-ci ,p — a= o, /j^' -{- l^ap + 4a'^3A' 
= o , dont l'une est du premier degré , l'autre du second, 

OntrouverasembIablemenique4/j' + 5/' — 21= (a/* — i) Xi 
(2/>'+/> + 2);que4/i' + 6/) — io^(/j— 1) X {i^p" -^^i-^io); 

que 4/9= + 3/. — 7 = ( /i _ 1 } X ( 4/j' H- 4/) -f- 7 ) j que V' 
_6p + a = C/'-i) X (4/.' + 4^ — a). 

tS3 1 . Exemple II. Reconnoitre si la ijuanciléal* — al^m-n" — 
h" — l^n' -H m*n' + m'n' , a des difiseU^s ratiunnels. 
Tobserve qu'en supposant /' =:= mn , cette 't^ 

vanouiroi t ; d'o 11 je conclus qu'elle est diviai' 
ou par — /' + mn. Se vois pareil 
/• = — mn, notre quantité s'êvàOf 
qu'elle est encore divisible par /* 
Si l'on effectue successivement 
algèbre. 
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trouvera le troisîèDie facteur zi' — m' — h', facteur qu'on 
auroit pu trouver aussi directement comme les deiii 
autres. Ainsi la quantité propoiéea/* — a/'m'w* — l*m' — 
Vn* + m''n' H- '«'«* = (—/*+ mil) X (— Z* ~~mn) X 

33a. Exemple III. Beconnoitre si l'équation x* — 2cfï* + 
acfga* X — g' a* ^ o, a des diviseurs rationnels. 

J'observe qu'en faisant x' ^ ga" , le premier terme de 
cette équation est détruit par le quatrième, et le second 
par le troisième ; donc elle est divisible par x' — ga* ^ et 
par conséquent elle est décomposable en ces deux équa- 
tions du second degré, a:' — ga^^o,x' — zcfx -i- ga'=o. 

333. Scholie I. Puisque le dernier terme d'une équation 
qui est ordonnée par rapport à l'inconnue , et qui a zéro 
pour second membre, n'est autre chose (52o) que le pro- 
duit de toutes les racines, et que le caractère d'une racine 
est (Siy) qu'en la substituant à la place de l'inconnue, 1* 
totalité des termes de l'équation s'évanouit ; il s'ensuit que 
si parmi les diviseurs du dernier terme il s'en trouve qui 
aient ce caractère, ils seront des racines de l'équation. 
Ainsi l'équation sera divisible par l'inconnue plus oi» 
moins chacun des diviseurs qui aura la propriété dont j» 

viens de parler. Soit , par exemple, l'équation 

x' — ( a 4- 6 + c)x' + [ab + ac + bc) x — ahc = o , 
dont le dernier terme abc a. les trois diviseurs a, b, c. Je 
vois qu'en substituant successivement chacun de ces di- 
viseurs à la place de l'inconnue, la somme de tous les 
termes s'évanouit : d'où Je conclus que chacun d'eux est 
une valeur ou racine de l'inconnue ; et que par consé- 
quent l'équation peut être regardée comme composée des 
trois facteurs ou diviseurs d'une dimension, x — a ^ o, 
X — i^o, X — c^o. 

Soit, pour second exemple, l'équation , 

.x' — (a — b — c)x' + (6c — ab — ac) x — abc = o, 
dont le dernier terme abc a les trois diviseurs a, &, c. Eo 
substituant d'abord a pour x, la somme de tous le^ termes 
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«levient n^ro; et par conséquent x — fl=:o est l'un de»! 
» diviseurs de l'équation. Si l'on sultstiiue ensuite^ poui 
'la sonune de tous les termes ne s'évanouit pas ; mais, 
'substituant — 6 pour x, elle s'évanouit j «t par consé- 
quent X + b ^= o est un second diviseur de l'équation. 
_On trouvera semblableoieat que a; + c = o est uu troi- 
sième diviseur. 

]1 est clair par là qu'on trouvera toujours les diviseur^ | 
.* d'une dimension contenus dans une équation > si l'ow 
^ cherche tous les diviseurs du dernier terme, et si l'oi 
~ choisit ceux de ces diviseurs qui , étant substitués, soit ei 
^ -(-, soit en — , à la place de l'inconnue, font disparoltrâl 
- tous les termes de l'équation. 
^ Je suppose toujours que l'équation ordcninée par ra^ ' 
port à l'inconnue, n'ait d'autre coefficient que l'unité airj 
premier terme, et qu'elle ne contienne point de fractions^ 
forme à laquelle ou peut ramener (Say) toute équation ,9 
«i elle ne la pas primitivement. 

354. Exemple I, On demande si Véçuaiion. x' + 5x" — 
44^^ + 60 ^ o , a des difhewi cùmmensurali/es. 

Tous les diviseurs du dernier terme Go .sont 1, a, 3, 4 
5, 6, 10, 12, i5, zo, 30j Go. Je trouve d'abord qu'eu fai 
san t a: ^ 3 , tous les termes de l'équation se détruisent 
donc l'équation est divisible par ar — 2^0. En secon 
lieu, je titiuve qu'en faisant x =^5, tous les termes s 
nouissent encore ; donc l'équation est divisible pat 
3 = 0. En troisième lieu, je trouve qu'en faisant x^ — n 
tous les termes se détruisent j donc l'équation est divi-- 
sible par x+ 10^=0. Elle peut donc être regardée comnis^ 
le produit de trois équations du prt 



r degré 



335. Exemple II. On demande si l'étfuat ton x* — 
24x'+ loox + 4^ = 0, a des diviseurs commensurabiift^ 

Tous les diviseurs du dernier terme 48 sont 1, 2, 5^ 
G, 8, la, iG, 34, 48. Or je trouve, i." qu'en faisant x=: 
tous les termes se détruisent ; donc l'équation est divUî. 
par X — 4 = 0- En second lieu , je trouve qu'en faisî 
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sç:=z6, tous les termes se détruisent encoro-; donc Téqu- 
tioD est dirisible par x — 6 rr o. Il n*y a point d'autre 
diviseur de 4^ qui opère la destruction des termes èb 
rëquation. £tte n'a donc pour diviseurs d'une diniensiofl 
que a? — 4=^^*^"~"6'=o. Si on la divise successivement 
par ces deux diviseurs^ on trouvera pour quotient l'équa- 1 
tion du second degré^ xx + 5a? + â = o. L'ëquation pro- 
posée peut doncétre regardée comme le produit des trois 
équations ^';a; *— 4=<>i a? — 6 = o, xx -+^ 5jc -4- a = o. 

336. Scholie IL Newton propose le moyen suivant pour 
i^bréger la recUerche des diviseurs du dernier terme d*une 
équation numérique^ qui^ étant substitués à la place de 
l'inconnue , peuvent faire disparoitre tous les termes de 
l'équation ^ ou qui , étant joints en + ou en — arec l'iii- 
connue^ peuvent former des diviseurs de l'équation. 

Soit :une équation quelconque ; par exemple cell»-dy 
^^-♦-a^*-*- hc-^- c=o. Il est clair qu'en supposant tz=zx'k-m% 
le dernier terme de la transformée en x sera m^ -h am^-^- 
bin + c, c'est-^-dire^ la proposée même, dans laquelle on 
auroit mis m pour t. Donc , si Ton fait successivement 
/ = a; 4- 1, ^=a?, c^=zx — i, le dernier terme de chaque 
transformée en x sera^ ou i-i-a-4-fr-i-c, ou c, ou— -i+tf — 
(-f- c. Gela posé^ puisque dans cette hypothèse on a suc- 
cessivement x^= t — i,j:=:r,a? = ^-+-i;on voit qu'a£a 
que l'équation proposée puisse avoir des diviseurs d'une 
dimension, il faut que les trois quantités i -f- a + & + r, 
c, — 14-a — J-f-c, aient des diviseurs qui forment la 
progression arithmétique -4-^ — i ./.^+i, dont la dif- 
férence est 1. De plus, on voit que cette progression est 
croissante lorsque la valeur de t est positive, et décrois- 
sante lorsque , la valeur de t étant négative, on considère 
simplement les valeurs absolues des trois termes de la 
progression, abstraction faite de leurs signes ; donc réci- 
proquement il faudra prendre le diviseur de c positive- 
ment ou négativement, selon que les valeurs absolues des 
trois termes qui forment la progression des diviseurs iront 
en montant ou en descendant. 
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n est ÎDUtîle de soumettre k l'examen des div 
c, qui ne satisferoient pas à ces conditions; et ceux iii^me 
qui y satisfont peuvent n'avoir pas d'ailleurs la propriété 
xequise. 

357. Exemple I. On demande si l'équaiion V — 5t' — *1 
i8t + 72 = Oj a des diviseurs commensurabJcs. 

Le dernier terme de la première transformée en x, ou ] 
de l'équation qui vient en faisant t:=x + 1 , est i — 5— -J 
18 + 72r^ 5o ; celui de la seconde, dans laquelle t^x, 
est 72 ; celui de la troisième, dans laquelle f = a; — 1^ est \ 
— i — 5 -+* 18 4- 7a =r 84. Je place ces trois termes 5o, i 
7a, 84i dans une même colonne verticalsj et à côté d'e 
leurs diviseurs qui forment trois bandes horizontales; 
Ij'opératiou figurée se voit ici. 



5o 


1 .a.5. 10 .a5. 5o 


7^ 


1 . H . 3 . 4 . 6 . 8 . «) , la . 18 . 24 . 36 . 72 


84 


i . a . 5 . 4 . 6 . 7 . 12 . 14 . 21 . 28 . 4a . 84 



Cela posé. Je trouve d'abord dans les trois bandes 
liorlzontales les trois diviseurs t,a,5, qui forment une 
progression arithmétique croissante dont la difft'renca 
est 1; et par conséquent il faut essayer si le diviseuf J 
moyen 2 , pris positivement , et substitué pour * dans l'o*\ 
quation proposée, n& produit pas la destruction de tous 
ses termes. Mais on trouve que celte destruction n'a pas 
lieu ; d'où je conclus q^ue l'équation n'est pas divisible par 

Les. trois diviseurs 2,. 3, 4 foraisnt une piogiession 
I arithmétique croissante dont la différence est 1 ; ainsi it 
Y faut essayer le diviseur moyen + 3. Or, en mettant ce 
l' nombre pour t, tous les termes de l'équation se détrui- 
t *ent ; donc elle est divisible par t — 3. 

Les trois diviseurs 5,4,5 foriuenl une progression 
aruhméti^ue décioissaute dont la différence est 1 ; donc 
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il faut essftyer -^4. Or^ en mettant ee nombre pouK, 
tous les termes de l'équation se détruisent; donceHefti 
divisible par ^-4-4* 

Les trois diviseurs 5^6,7 forment une progreiiioA 
arithmétique croissante dont la différence est 1; donc il 
faut essayer -4- 6. Or^ en mettant ce nombre pour ^^toos 
les termes de l'équation se détruisent; donc elle est divi- 
sible par t — 6. 

On voit par là que Téquation proposée n^est autre choit 
que le produit (^—3) X (^-4- 4) X (^ — 6) = 0. 

338. Exemple II. On demande si rètfuaticm t^ — lat* + 
5t' -— 61* t -4- 22 1 -— 120 = o ^ a des dii^iseurs commenair 
râbles* 

Le procédé est le même que dans l'exemple précédent. 
Le dernier terme de la premiàca transformée en ;c^ oà 
i= X -h 1 , est — i65; celui de la seconde^ où a:=t, est 
— 120 ; et celui de la troisième ^ où x = ^-— 1 , est 22h 
J'écris les trois nombres i65^ 120^ 221 dans une colonns 
yerticale, et à côté d'eux leurs diviseurs qui forment troi 
bandes horizontales ; le tout comme on voit ici. 



i65 


1 . 3 • 5 • 1 1 • i5 . 33 . 55 . i65 


120 


1 «2.3.4<S*6«S« lO.12.l5.2O.24»3o.4o.6o.l20 


221 


1 • i3 • 17 • 221 



Cela posé^ je trouve d'abord les trois diviseurs 5, 2,1, 
qui forment une progression arithmétique décroissante 
dont la différence est 1. 11 faut donc essayer si — a, mis 
pour t, opère la destruction de tous les termes de Téquar 
tion : or il ne l'opère pas, et par conséquent l'équation 
n'est pas divisible par ^ ■+• a. 

Les trois diviseurs 11, 12, i3 forment une progression 
arithmétique croissante dont la différence eit 1 • Ainsi il 
faut essayer si 4- 12, mis pour c, opère la destruction de 
tous les termes de l'équation ; ou bien , ce qui sera plus 
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'^ court, on essaiera de diviser l'ûqiiatioii par t — 

* comme la division réussit, on voit que l'équation a t — i» 

pour diviseur d'une dimension. 
î" En divisant l'équation proposée par e — 12 = 0, on j 
^' trouvera l'équation t^ + Se" — t + 10=^0, qui n'est plui 
^■- que du quatrième degré, et qui se résoudra par les for- J 
tif mules de ce degré. 

^ 33g. Scholie III. Je passe à une autre méthode, qu'on 
appelle ordinairement la métfiode des coefficients indéter- 
minés , et qui est d'un usage simple et commode dans la 
pratique. On a déjà indiqué ( 144) l'esprit de ce moyen, 
lorsqu'il étoit question d'établir la formule pour élever un 
binôme à une puissance fractionnaire positive ou néga- 
tive. Cette méthode s'applique ici facilement aux diviseurs 
rationnels de toutes sortes de dimensions; mais il suffira 
de l'expliquer pour les diviseurs d'une dimension , ou de 
deux dimensions : nos lecteurs retendront eux-mêmes 
sans peine aux diviseurs plus élevés. 

340. Problème II. Trouuer par la méthode des coë/fi- 
cie/iCs indéterminés , les diciseurs d'une dimension ^ui peu- 
vent être contenus dans une équation. 

Soit l'équation i' + ai' -h bi' + et + d^o, qui est sup- 
posée contenir un diviseur d'une dimension. Cette équa- 
tion étant du quatrième degré, je puis la regarder comme 
le produit de l'équation du troisième degré t^ ■+■ At'' -t- 
Bf+C^mo par l'équation du premier t +D^o ; A, R, C, D, 
étant des quantités indéterminées qui se trouveront en 
identifiant terme à terme l'équation résultante {f-i- At' + 
Bf+C)x (^+D)=:o, oui* + (A+D)f' + (B + DA)t' 
+ (C -(-DH]/+ CD^o, avec l'équation proposée 
f* 4- at' + bt' + Cl -\- d :=: o. On aura donc A + t) =: a ; . 
B + DA = i;C + Dli — c; CD = rf. Ces qu-^re dernières 
équations contiennent tout ce qu'il faut pour déterminer 
les quatre inconnues A, B, C, U, dans la supposition que 
D étant une quantité rationnelle , l'équation proposé», 
soit divisible par l'équation du premier dsgré £ + D=i>*( 
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En effets nous voyons par l'i^quation CD ==:: ^^ queletl 
deux quantités C et D doivent être diviseurs ded,fmA 
que leur produit CD est d. Ainsi , décomposons la foifrl 
tité d en tous ses facteurs ; et supposant que D soit on de 
ces facteurs , C le produit de tous les autres , examinom 
si ce facteur D a les conditions requises pour qu'os ttt 
les trois autres équations A + D = a^ B + DA^ii\ 
C-h DB=c. Or, Téquation A-+-D = a donne A=fl—D»' 
quantité connue, puisque a est donne et que Destu 
facteur connu de d. L'équation B -1- DA = 6 doBis 
B =: & -* UA, quantité pareillement connue. L'équidoi 
C -4- DB = c donne C = c — DB. Cette valeur de C,qai 
est connue, doit être identique avec celle qui résultée 
•la division de d par D, afin que Féquation proposée 
^ -h a^ -4- i^* H- c^ -h rf= o soit divisible par ^ -h D. S 
cette identité n'a pas lieu , on éprouvera un autre divi- 
seur; et si par toutes ces épreuves on ne trouve pas lei 
mêmes valeurs pour C, on conclura que réquationX* + 
at^ -h etc. n'a pas de diviseur rationnel d'une dimensioa. 
On doit éprouver les diviseurs D, en les prenant positive- 
ment ou négativement. 

Il est clair que si ^ dt D est en effet diviseur de /* + 
at^ •+■ etc., on connoîtra par les opérations qu'on a faites 
pour éprouver D, les quantités A, B, G, et par consé- 
quent les fcoëfficients des termes de Téquation du troi- 
sième degré ^^ -♦- A^' + Br H- C = o, qui est une des com- 
posantes de l'équation du quatrième , t^ H- ac^ -f- etc. 

Si l'équation c^ -+- Al* -|- B^ -h C = o est supposée con- 
tenir un diviseur d'une dimension, on le trouvera en 
regardant cette équation comme le produit d'une équa- 
tion du second degré par une équation du premier. Même 
observation pour l'équation du second degré. 

Si une équation du cinquième degré contient un divi- 
seur d'une l'imension , on le trouvera en regardant cette 
équation comme composée d'une équation du quatrième 
degré, et d'une équation du premier j ainsi des autres. 
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341. Exemple. Résoudre l'équation ut" — a 

ou r° ;- H 1^=0, troucée{iSj,Quest. IX); en sup- 

posancict, a = 54» s^^^^So, n^^:^4- 
: ' La cjiiestion dont il s'agit consiste en général à trouver; 
dans une progression géométrique, la raUon et le dernier 
terme , lorsque l'on coonoit le premier terme , la somme 
et le nombre des termes de la progression. Dans le cas 
présent, le premier ternie est 54 ; le nombre des termes 

est 4; la somme est 80; et on demande la raison — . 

Or, la détermination de cette quantité dépend delà rd- 
soliition de l'équation suivante du quatrième degré, dai 
laquelle r est l'inconnue : 

(A) r'-^+.li^o. 

27 27 

Comme cette équation a des termes fractionnaires, je , 

commence par la transformer (Sa^) en une autre qui n'en I 

contienne point, en faisant r = ; ce qui donne 

i* — 40(27)'. * M- i3 . (37)' :=0. 

Voyons maintenant, par la méthode qui vient d'être ^ 
exposée, si celte dernière équation contient quelque di- 
viseur rationnel d'une dimension. 

On voit qu'elle sp rapporta à la formule (/' + Af" + 
Bf+C)X(t+D) = o,our+(,V + D)f'+(B + DA)e 
-j- (C + Db) f H- CD =!= o, en supposant A 4- D r^ o, 
B + AD = o, C + DB= — 40 . (27)% CD =15.(37)'. 

Les diviseurs du dernier terme sont, i , 3, iS, 9j 27, 
(37)', (27)', 3 . 27, 3.(27)', g -37, 9.(27)', 13.27, i5X 
(27)% i3 . (27 )\ D'abord la supposition de D :=: ± 1 ne 
réussit pas ; on peut s'en assurer par la méihode du pré- 
sent article : mais il sera plus court d'employer pour cela 
la méthode de l'article 329, parce que toutes les puis- 
sances de 1 étant 1 , ou voit presque sans calcul si k lotalilé 
des termes de l'équation se réduit à zéro. 
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En supposant D== 3, et par conséquent C = -î— li^ 

3 

= i3 . 3* . (27)% nous aurions A = — 3, B = 9, C=- 
40(27)* — 27. Or cette dernière valeur de C n'étant pas li 
mémtf que la précédente^ il &*ensuit que notre équation 
3i*est pas divisible par t + 3. On trouvera aussi qu^elle 
ji*est pas divisible par ^ — 3« 

Supposons D = — 9 , et par conséquent C=r — 13. 3x 
(27)*; nous auronsÂ = g^ 8 = 3.27, = — 3. 13.(27)*. 
Ainsi les valeurs de C sont les mêmes, et par conséquent 
réquation est divisible par t — g ; ce qui donne ^= 9 , r= 

— •et — = 3. Cette valeur de — satisfait aux Conditions de 

or r 

la question ; en effets les quatre termes de la progression 
sont alors 54 , 18 , 6 , 2 , et la somme est 8o. 

Le calcul précédent est un peu compliqué : je le donne 
à dessein de faire voir comment il faut procéder lorsque 
le dernier terme de Féquation a un grand nombre de di- 
YÎseurs. Mais il est aisé de remarquer que si Ton fait r=^ 

zL, réquation (A) se changera en celle-ci^* — 4qy 4- 3} 

= o, où tout se détruit lorsque j^ = x. Ainsi r= —-* 

3 

342* Problème III. Trouver par la même méthode lesdh 
diseurs de deux dimensions qui pem^ent être contenus dans 
une équation. 

Soit réquation t^ -+• at^ -♦- bt^ -♦- c^ 4- rf= o. Je feins que 
cette équation est le produit des deux facteurs du«second 
degré t* 4- mt-^nz=zo, t* -h pt-h q=o. Ces deux fac- 
teurs multipliés ensemble donnent , 

t^ -h m^t^ ^ n 1 ^' 4- /i;» y^ H- n^ = o, 
4- /> j 4- i«^ > 4- mq l 

+ 9 j 3 

^nation dont les termes doivent être les mêmes que ceux 
de la proposée. Ainsi netq doivent être des diviseurs de d; 
àe sorte que Tune de ces deux lettres n , q étant regardée 
edmme connue , Tautre le sera aussi. Comparons terme à 
terme nos deux équations ; nous aurons 1» 4-/? = a^ » 4- 
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mp ^ q'=zb,np + mq = c, nq = d. La première et la 
■' troisième de ces équations donnent m = a — p , jn = 

} ^ , ou (en mettant pour q sa valeur — donnée par la 

t quatrième équation), m = — . Egalant entre elles les 

deux valeurs de 77» ^ on aura a — /? = — - — ~i Donc p sr 

ad — ne en — an^ ^1 11 1 

— ; , et w» = — . Ces deux valeurs de p et de fn 

4^n^' d—n* ^ 

doivent être telles que la seconde équation n + mp-^-q^s^h 
ait lieu en même temps* 

Si dans les applications numériques de ces formules , on 
trou voit pour m ou p des nombres fractionnaires^ il fau- 
droit rejetter les suppositions qui les aiiroient amenés^ 
parce que lès nombres (t yb ,Cyni,nyp ,q sont des entiers, 
ou dii ectement, ou par les transformations des équationi. 

343. Exemple. On demande si Véqiuition x} -4- 5t^ -4- i4?^* 
H^ igt-f- i5 = o,a des dwiseurs de deux dimensions. 

Cette équation se rapporte à la formule ^ -f- a/^ •+■ bt* -f- 
c^ H- f/= o, en faisant a = 5,ft=i4, czzziQ, rf=i5. 
Les diviseurs du dtrnier terme i5 sont 1 , 3, 5, i5. 

Supposons n = 1 , et par conséquent ^ = i5 : on aura 
pzn ^ ^m^ziz i *y àe plus on devroit avoir i+4'^^^ = *4# 
ce qui n'est pas ; d'où je conclus que cette supposition doit 
être rejetée. ^ 

Supposons nz=iZ , et par conséquent qzizSi on aura 
^ = 3,m = 2; de plus on doit avoir 3 H- 6 + 5 = 14 ; ce 
qui est vrai; donc la supposition est vraie. Substituant 
donc pour m, p, n, q leurs valeurs dans les équations 
composantes t" -h me -h n^^o , i* -h pc.-h^^^o , elles der 
viendront ^' -f- a^ -h 3 =5 o, ^ -♦- 3^ -4- 5 =^ o.> et seront cha- 
cune un diviseur de deux dimensions de i'équâtion pro^ 
posée ^ + 5^ -4- i4r* -h 19^ -h i5 = 0¥ 
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CHAPITRE XX. 

Des équations qui contiennent des racines égakt. 

344. i L y a des équations qui contiennent plusieurs racines 
égales et de même signe. Par exemple , l'équation {t^9] 
X (^— a) X (^— b) X (^— c) = o,asesdeux preroièm 
racines égales et positives. La méthode pour trouver dire^ 
tement et séparément ces sortes de racines est fondée m 
quelques nouveaux principes que nous allons établir. 

345. Lemme I. Si on développe la puissance n d'un {*• 
nome h -♦- t, c'est-à-dire (h -h t)"^ et qu'ion la ^tnukiplk 
terme à terme par la progression arithmétique o, 1 , a^S, 
4^ etc. : le produit sera = n t ( h -♦- 1 )""*. 

Ce théorème est évident par le calcul suivant , 

{h'\-tY=:h^^nk" » C H — i i 1 — 2 1^ i hetCr 

1.2 1.2.3 

o I 2 3 etc. 

produit=/iA»-»/-h -^— ^ 1- J Cl ^ -+- etc. 

'^ I 1.2 

= 7i^(A*-»-+-(7i— i)A"-»^-+-^ -^ ' h etc. 

346. Corollaire I. De là il suit quel'on multiplie la puis- 
sance {h 4-^)'" développée , par la progression o k, ik^^Mf 
5k, ^k, etc. , le produit sera ^ukriti^h-i- tf'^ Car multi^ 
pliôr par o^, ilc, zlc, 5k, etc. c'est multiplier d'abord 
par o, i , Si, 5, etc. ce qui donne nt (h 4- 1^"^ , et puis 
multiplier le toutpar A:, ce qui donne knt{h-^ ty^'\ 

Si on avoit M ( A-l- ty, (M étant un facteur quelconque), 
et qu'après avoir développé la puissance ( A -h t)"^, on mul- 
tipliât par la progression arithmétique o A:^ t i, & k, 5 k, etc.j 
le produit seroit M â /î ^ (â 4- tY'^9 comme il est évident. 

347- Corollaire II. Il suit encore que si l'on a M ( A -+- r)% 
et qu'après avoir développé la puissance (Ah-^)"^ on la 
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l^muUiplie par la progression a rîthm Clique quelconqi 
r m + A, m -h 2A, m-\-5k, etc. leproduitsera=3(M w/* 
IJa mt -hMkn t). (h + i)'''\Y,n effet, muitiplier parla 
progresMon m , m. + i , m + 3i,m+3i, etc., c'est mul- 
tiplier d'abord par m, ce<{u'n\onneMm{k + t)''={Mmk + 
tmt) . {h+ [)"'• , et ensuite par la progression o^, i i, 
, 3 J, etc. ; ce qui donne Mftfi t {h + ty -\ Donc le 
■oduit total ={Mm/*w-MTOr+ MAh() . (A-+- £)«-'. 

. Lemme II. Si l'on TnuJtîpUe les cennes d'une équation 
I conilent des racines égales par ceux d'une progression 
rithméiique quelconque ; le produic sera une équation qui 
contiendra les mêmes racines égales, moins une. 

En effet, soit l'équation o :=^ a •^- ùt -i- c i" -^ dt- 
(r ^tant l'inconnue ; a ,b,c, etc. des quantités données) 
laquelleest censée contenir un nombre «déracines égales 
que je présente chacune par — h , et par conséquent étra 
divisible par {h +i)''. Celte équation peut contenir depIu» 
uo nombre quelconque d'autres racines. Il est clair que 
nous pouvons l'écrire ainsi o ^ ( A -+- f )« X {p + q t + râ 
-\- su + etc. ), en supposant que le facteur p +qc -i- ri' 
-h etc., dans lequel /j, q , r , etc. sont des quantités don- 
nées , représente le quotient que l'on trouveroit si l'on 
divisoit léquaiion proposée par ( h + t)". Donc en effec- 
tuant la multiplication indiquée , nous aurons o:^/' (/t-H ^)" 
+ qt {h -t-O" + rt^ {h +(■)" + sû {h-\-ty ■+- etc., ou 
bien , en développant la puissance ( /' H t)" , et ordonnant 
par rapport à t. 



•m 



\phr+pnh''-'t-\- 

-f + q h" 



qnh'^-'l'- 

■+- r/i" t' 



q;{n-i]h''-H' 



Maintenant écrivons sous ces suites la progression arith- 
métique 

m , m + A ,m + 2.i , m + 5A , etc. 
et multiplions chaque bande horizontale par la prog: 
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sion arithmétique correspondante; c'est-à-dire ^ la pî^ 
raière bande par la progression arithmétique entière m, 
i»-f-A:,if»-f-aA>i»-f-3A, etc. ; la seconde par la progres- 
sion ïfs-f-A, i»-f-aA, m -{^ 5k, etc. ; la troisième par la 
progression m -h nk, m -h 5k , etc. ainsi de suite. H est 
évident que par là on aura multiplié réquation proposée 
par la progression arithmétique m, m> -h A , m -^ ik, 
m -^ 5k, etc. , puisque la première colonne verticale est 
multipliée par m , la seconde colonne verticale paxm+t, 
la troisième colonne verticale par m -+- aA, etc. Or, avant 
la multiplication de chaque bande horizontale par la pro- 
gression arithmétique correspondante , cette bande étott 
divisible par ( A -f- ^ )". Donc ( 347 ) , après la multiplica» 
tion > chaque bande sera divisible par (A -*-/-)**-*; et pai 
conséquent IVquation résultante de cette niultiplicatioB 
sera aussi divisible par ( A + ^)°' '• Ainsi on aura une équa- 
tion qui contiendra les mêmes racines égales, moins une, 
que réquation proposée. 

34g* Remarque. Il peut se faire qu'une équation con- 
tienne plusieurs racines égales de différentes espèces. 
Telle est, par exemple, Téquation {t — a Y X {t — *)' 
X^^ — c)=,o, qui, outre la racine c, a deux racines 
dont chacune vaut a , et deux racines dont chacune vauti* 
Supposons en général qu'une équation dont t est rincon- 
nue contienne tout à-la-fois un nombre n de racines éga- 
les représentées chacune par — h, un nombre e de racines 
égales représentées chacune par — f, un nombre g do 
racines égales représentées chacune par — l, etc. Si Ton 
multiplie les termes de cette équation par ceux d'une pro- 
gression arithmétique quelconque , le produit sera une 
équation qui contiendra les mêmes racines égales moins 
une de chaque espèce, ou qui sera divisible par (A-^^)«-* 
X (/-h ty" X (/-f- /)8-» X etc. Car, si Ton suppose que 
réquation générale de Tarticle précédent contienne les 
puissance. (Ah- t^ , (/-f- tY , (/ 4- 1^ , etc. , et qu'on 
regarde successivement le produit de toutes ces puissan- 
ces^ moins une , comme fondu dans le facteur /^ ^ g^^ 
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rf +SÛ -h etc., ou verra qu'en multipUaQt pax les termes 
d'une progression arithmétique, on aura une équatioa 
qui sera divisible ou par (^ + /)"'', ou par (/"-l- £)' 
o u par {l + f )s " ' , etc. D'où il suit que cette même équa- 
' tioii sera divisible par le produit {h + t)""' X (y+ *)"' 
X (/ 4- O''"' ^ «te. 

35o. Problème. Reconnoitre si une équation contient dci 
racines égales , et, supposé qu'elle en contienne, déterminer 
ces racines. 

Après avoir ordonne l'ëquation par rapport à l'incon- 
nue je la multiplie terme à terme par une progression 
arithmétique. Si l'équation n'étoît pas complète , on corn- 
menceroit parla compléter, en imaginant qiie les puis- 
sances de l'inconnue, qui manquent, sont multipliées par 
zéro. Ainsi , pour l'équation o ■=: c ~\- at' -^ t^ , qui n'a ni 
second, ni quatrième, ni cinquième terme, on écriroil 
o =: c ± o f + af ' ± o £' ±r o (* + ('. Le choix de la pro- 
gression arithmétique est arbitraire; mais pour plus de 
simplicité dans les résultats, il faut prendre la plus simple 
des progressions arithmétiques j qui est o, i, 2, 3, 4, etc. 
En effectuant la multiplication que nous venons d'indi- 
quer , on aura une nouvelle équation , que j'appelle ie- 
condaire, et qui contient les racines égales, moins une, 
de l'équation principale, supposé qu'effectivement l'équa- 
tion principale contienne de telles racines. On cherchera 
par l'article 90 le plus grand commun diviseur de ces deux 
équations ordonnées par rapport à l'inconnue. Si elles 
n'ont point d'équation pour diviseur commun, on con- 
clura que l'équation principale ne contient pas des racine* 
égales; si elles ont un tel diviseur, l'équation principale 
aura quelques racines égales; et voici les différents ca^ 
qui pourront arriver. 

1.° Si le plus grand diviseur commun est une équation 
du premier degré, l'équation principale a deux racines 
égales, dont chacune est la racine de ce même diviseur, 
a,* Si le plus grand commun diviseur est une équation 
du second degré , on décomposera ce diviseur en ses ra- 
cines ; et li elles sont égales , l'équation principale a troif 



I 
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racines égales dont chacune est Tune des racines dudin-l 
•eur : si les racines du diviseur sont inégales , Téquatioi 
principale a deux racines égales d'une espèce , et deo 
racines égales d'une autre espèce ; Tune des racines ^leil 
de la première espèce est Tune des racines du diviseur, et | 
Tune des racines égales de la seconde espèce est Fautn 
racine du diriseur. 

3.^ Si le plus grand diviseur commun est une équatios 
du troisième degré , on cherchera ses trois racines; sicei 
trois racines sont égales , Téquation principale contient 
quatre racines^ égales chacune à Tune des trois racinesdi 
diviseur : si deux racines seulement du diviseur sont^ 
les^ réquation principale contient trois racines égales 
d'une espèce , lesquelles sont chacune Tune des deux raô* 
nés égales du diviseur, et deux racines égales d'une se- 
conde espèce^ lesquelles sont chacune la troisième racine 
du diviseur : si les trois racines du diviseur sont inégales^ 
l'équation principale contient deux racines .égalas d'une 
première espèce , lesquelles sout chacune la première ra- 
cine du diviseur, deux racines égales d'Une seconde es- 
pèce , lesquelles sont chacune la seconde racine du divi- 
seur , et deux racines égales d'une troisième espèce, les- 
quelles sont chacune la troisième racine du diviseur; ainsi 
de suite. 

35 1 . Exemple I. On demande si réquation t^-— t" — 8t+ 
la :=r o , a des racines égales. 

Je multiplie cette équation terme à terme par la pro- 
gression arithmétique 3,2, i , o ; ce qui produit l'équa- 
tion secondaire , 5ù^ — ar* — »- 8r = o^ ou bien (en divisant 
tout par la racine ^= o ), 3/* — 2t — 8 = o. Je cherche le 
plus grand diviseur commun à l'équation principale et à 
l'équation secondaire. Ce diviseur est / — a. D'où ilsuit 
que réqiiation proposée a deux racines égales, exprimas 
par ^ =r 2 , / = 2. De ces deux racines résulte Téquatioii 
(/ — 2) X (^—2) =o, ou i"" — 4^4-4=^=0, par laquella 
divisant l'équation donnée ^»— ^'^ — S^-h l2;=o, on a 
pour quotient ^ 4-3=: ô : ainsi les trois racines de l'équa- 
tion r' — l^ — 8^4- 12=0, sont ^ = 2, ^=2 2, r=: — 3. 
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352. Exemple IL On demande si Véquadon t^ — 3t' — - 
3t' -h aAt — .24 = o , a des racines égales^ 

Je'multiplie cette équation par la progression arithmé- 
tique 4, 3>,2, 1,0; ce qui donne Téqu^ation secondaire 
4^3 — 9^' — . 12/^4- ia8 = o. Ensuite je cherche le plus grand 
diviseur commun à Téquation principale et à l'équation 
secondaire. Ce diviseur est l'équation du second degré 
(" — 4f H- 4 = o , qui contient les deux racines égales 
1 = 2, t=: 2. D'où je conclus que l'équation proposée a 
trois racines égales , dont chacune vaut 2. De ces trois 
racines résulte l'équation (t — 2) X {t — 2) X {t — 2) 
= o , ou ^^ — 6*f 4- i2t — 8 = 0, par laquelle divisant l'é- 
quation t^ — f 3û — 6^* 4- 28/^ — 24 = o , on a pour quo- 
tient ^ -h 5. Ainsi les quatre racines de l'équation proposée 

sont ^==2,^=2,^ = 2,/ = — 3. 

353, Exemple III. On demande si Véquadon t* — lot' -fr 
ZjV — 60t. 4- 36 = o , a des ra^^ines égales. . 

Ayant multiplié cette équation par la progression arith- 
niétique ^ , "5 ^ 2 , t , o , ce /|ui donn« l^équatk>n secon- 
daire 4'^ "^ 3o^ ^" 74^ — 6o=î^ o , je cherche le plus grand 
diviseur -commun à cette équation et à Téquation princi- 
pale. Ce diviseur est l'équation du second degré t^ — -St-^ 
6=^0 , laquelle donne les deux racines inégales /:=2, ^=3* 
D'où je conclus que l'équation proposée t^ — 10^^ 4- Sy^ 
— 6o^4-36=o, a deux racines égales/dont chacune vaut 2> 
et deux racines égales^ dont chacune vaut 3. En effets cette 
équation n'est autre chose que (^ — 2)* X {t^ — 3)^=so. . 

354. Exemple IV. On dem^ande si réqîiauon t* — i3t^ 4- 
gyt' — lyit* 4- 2i6t — 108 =:o , a des racines égales. 

Formons à l'ordinaire l'équation secondaire St^-^Szi^ 4- 
201^' — 342^ 4-216 = 0, en multipliant l'équation pro- 
posée par la progression arithmétique 5,4^^^^>^^^* 
£!iherchons le plus grand diviseur commun à Téquation 
principale et à l'équation secondaire. Ce diviseur est l'é- 
trtiation du troisième degré t^ — 8^" 4- 21^ — 18 = 0. Or, 
o^n trouve, toujours par les mêmes moyens, que cette 
équatipn contient les deux racines égales ^ r= 3, tz=. 3, ^t 

algèbre. Sà5 
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)a troisième racine r = 2. Ainsi Téquation proposée ^-* 
i5t* -H 6jt^ -— 171^ -H ai6^ — 108 = o, a trois racina 
égales ^ dont chacune vaut 3^ et deux racines égales^ doot 
chacune vaut a. En effets cette équation n'est autre cboie 
que(^ — 3)' X<t— ay=o. 



CHAPITRE XXI. 

Des changements déforme qu'on peut Jaire suhvtï 

certaines quantités radicales. 

355.0n a vu ( chap. xv et xvi ) que les formules génénb 
pour la résolution des équations du troisième et du qni- 
trième degré contiennent différents signes radicaux. Lei 
uns affectent des quantités purement rationnelles on 
commensurabtes ( 1 ) ; les autres des quantités en partie 
rationnelles, en partie radicales ou incomn^ensurables*h^ 
premiers disparoissent lorsque les quantités qu'ils précè- 
dent sont des puissances parfaites de même exposant que 
l'indice de la racine ; car alors la racine se tire par lei 
méthodes du chap. vu. Les seconds peuvent disparofcre 
aussi en certains cas. 11 y a de même dans les degrés supé- 
rieurs au quatrième, des classes d'équations dont les parties 
affectées de radicaux peuvent être ramenées à des formes 
plus simples. Je me propose ici d'expliquer la méthode pour 
faire ces transformations lorsqu'elles sont possibles. 

356. Problème I. Extraire , s^il esc possible , la radnt 
quarrée de la formule A db v/ B , dans laquelle A e^ B fo»* 
des quantités rationnelles ] simples ou composées*, 

(') Les expressions quantité rationnelle ^quantité commenxura* 
hle y sont synonymes, de même que les expressions quantité raii^ 
'cate , quantité incommensurable. Les quantités rationnelles ont tiNH 
jours avec l'unité un rapport assignable ou mesurable; par ezenpbf 
la fraction | est à Tunité comme 3 est à 4. Mais les Traies quantilél 
radicales n'ont avec l'unité aucun rapport qu'on puisse assigner 
rigoureusement en nombres finis ; par exemple , on ne peut psî 
déterminer exactement en nombre fini la racine qnarrée de a. 
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Quelle que soit la racine qiiarrée de A ± 1/ B, il est 
évident qu'elle ne peut contenir que des radicaux du se- 
cond degré; autrement elle produiroit des radicaux d'une 
autre espèce dans A ±1/6. Ainsi, en supposant que;» 
et (/sont des quantités rationnelles, la racine ne peut avoir 
que la forme p ± 1/ ç , qui ne contient qu'un seul radical 
du second degré , ou la forme i^ p ± \^ tj , qui contient 
deux radicaux tlu second degré. Attribuons-tui la forme 
\/p± V q , qui est la plus générale, et qui comprend 
d'ailleurs la première lorsque;? est un quarré parfait. Ea 
élevant v/ p ± 1/ 17 au quarré , nous aurons p + tj±2. \/pq, 
•quantité qui doit être égale à A ± l/B. Et comme les quan- 
tités p , q sont arbitraires , nous pouvons égaler la partia 
rationnelle ;j + ç à la partie rationnelle A, et la partie 
radicale ±r 2 w ;i 9 à la partie radicale ± l^li ; ce qui nous 
donnera les deux équations^ + 17=1 A, 2 v' p q ■:::: y" tà i 
d'oLi l'on tire A" ^ {p + q)' ,'&^= ^pq. Donc A' — B = 
ip + qy—Apq=^pp + qq~'-P^={p — qr,ei\/{K'~-&) 
^:=-p — q , quantité rationnelle. Ainsi, lorsque la formula 
A ± V^ B est un quarré parfait , la quanlité A' — ii est 
nécessairement un autre quarré parfait ; et comme cetCa 
' quantité est purement rationnelle , on en tirera la racine 
quarrée par la méthode de l'art, iog. Si donc, en suivant 
cette méthode , on trouvoit que A' — B n'a pas de racine 
exacte, ou n'est pas un quarré parfait, on concluroit que 
réciproquement A± l/B n'est pas non plus un quarré 
parfait, et on seroit dispensé de pousser le calcul plus loin. 
Je suppose ici que A' — B soit un quarré parfait , et ïa 
représente sa racine par K. Puisqu'on a 1/ ( A' — B ) ^ 
p — (/, on aura/; — 9 = ± K. Ajoutant l'équation /j — q 
r= ± K avec l'équation p + ç= A, puis retranchant l'un» 

.11'. . _A±K A.-;:K _ 

de 1 autre, on trouvera p^^ , «7= — — ■ Dono 

' a ' ' a 

ï//)± v' q—\/\ )± V'\^ — - — ), ce qui est 

- la racine demandée. Nous emploierons simplement les 
signes supérieurs de K. 
Au lieu de prendre pour racine ,+(i//'± V q), 



\ 
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peut prendre aussi — (v^ p ±i v/ 47);' mais nous nom a 
tiendrons à la première expression^ pour abréger. 

357. Exemple I. Extraire, s'il ^st possible, lanuànt 
çuarrée de la quantité numérique 28 ±: i o U^3. 

Nous avons ici A = 28, [/ B = 10 v^ 3, A* --8= 
784 — 300 = 4^4/ dont la racine quarrée est 22. Àiflft 

28+22 r ^.^ c ^8 — 22 _ 

''2 a 

1/ 9 = (/ 3. La racine quarrëe de la quantité proposée 
est donc 5 ± v^ 3. 

358. Exemple II. Extraire , sUl est possible , la rwm 
quarrée de la quantité ab -f- 4c* — d* ih 2 iX (4abc* — abd'). 

Nous avons ici A=aô 4-4^* — ^ f V^B=â i/^(4aic"- 
«iif» ) ; A' — B = a'4' — 8a*c» 4- 16c* -h suibd' — 8i:*^+ 
^ , dont la racine quarrëe est ab — 4^' "+■ ^* Donc;> = 

ab-^Ac* — d* ab—Ac^-^d* , . ^ , 
rn 1 1 zzzabjBt V/p= v^ ab]û^ 

— - d^ ). Ainsi la racine de la quantité proposée est \/ ah± 
i/(4c* — flî*); somme ou différence de deux quantités m- 
dicales , prises positivement ou négativement. 

359. Exemple HI. Extraire , s'il est possible , la racine 
quarrée de la quantité 3a' — h' ±: 4b V/ ( 5a' — c' ). 

. Nous avons ici 4= 3a' — fc% 1/ B = 46 |/^ ( 5a' —c*); 
A' -— B == ga* — 86a»i* 4- &* 4- i6b*c* , ce qui n'est pas 
un quarré parfait. D'où il suit que la quantité proposa 
n'en est pas un non plus^ et que par conséquent rextnio- 
tion de la racine ne peut se faire que par approximationt 

-360. Problême IL Extraire , lorsque la.chose est possible, 
la racine quarrée d'une formule qui contient une partie tût 
donneUe et plus d'un radical du second degré. 

J'observe d'abord que le quarré du binôme V" p -±1 \/q 
contient une partie rationnelle positive , et une partie ra« 
dicale positive ou négative, c'est-à-dire, précédée du 
signe + ou du sigue — ; que si Ton fait le quarré du tJri-: 
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Bome l/" p ± 1/ ç ± l/' r, ce quarn- contiendra une partlti i 
rationnelle positive , et trois parties radicales, doi 
toujours sera positive , et les deux autres positives ou né- I 
gativea ; que si l'on fait le quarré du quadrinome \y p dz 
l^ /j ± V' r ± \/ s , ce quarré contiendra une partie ra- 
tionnelle posilive , et sls.p^rties radicales du second degr* 
dont trois seront positives, et les trois auties positives o 
négatives; ainsi de suite. 

Cela posé , qu'il s'agisse d'extraire , par exemple , la ra- I 
cine quarrée de la formule , A±v'là±\/C+v'X>- ' 
' A, It, C, D étant des quantités rationnelles données. Je 
feins^we la racine cherchée soit ^ p± V tj±: \/ r. Ainsi 
A±0^'&±\^C + \/D = {Vp±\/q±\/r)'=p-h 
q+r±2,\/p(}±:2 y' p r + z V^ (fr. Egalant la partie 
I ationnelle à la partie rationnelle et les parties radicales 
aux parties radicales; ou aura A ^=/j -t- 9 + rj ±: l/B ,, 
^±3 \/ pf)--, ± \/C^^± 2.1/ pr; + v/D^+al/çr. 
Donc A* — B — C — (;» + ^ -j- r)' — éypq — 49/- = (^ + 

'■—;')'; A'— iî — D = (/) + 7 + ry — ^p(j—-â,(]r=\p-^ 

r — qY; A'— C — D=z(;j 4- f? + »■)' — V^ — A'}>"=iP + 
tj — r)'. Par où l'on voit que si la formule proposée 
A ± l/B ± i/C + i/D est effectivement un quarré j)ar- 
fait, les trois quantités rationnelles A' — B — C, A' — 
B — D, A' — C — D , auront pour racines des quantités- I 
rationnelles, ou en d'autres termes, seront des quarrés J 
parfait». On essaiera donc d'en tirer les racines par la 1 
méthode de l'article 109; et sï on ne leur trouvait pas de \ 
racines exactes, on concluroit , sans aller plu* loin, qile j 
la formule proposée n'est pas un quarré parfait. 



Supposons 



ique 



A'— B — C, A"- 



-D,A'— C— a. 



soient des quarrés parfaits, et nommons respectivement 
M, N, P leurs racines. On aura donc q -k- r — pn=±W', 
p jf. r — (7^=itN;p + ç — r=±. P. Ajoutant successi- 
ilions avec la seconde, la 



renient la troisième de ces 
troisième avec la première , 



;: la première; 



on trouvera p ^ ± — ± — ;a = ± — ± — ;r- 

± — .- Ainsi, en tirant les racines quarrée» de ces e^Bfti 
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sioos , on connoitra toutes les parties de la racine so 
sëe V^p ±\/ q± \/r. 

Quant au signe qui doit affecter chacune des quantité 
M^ N^ P, on le déterminera dans chaque C|is particulier, 
en considérant qu'il doit être tel qu'on ait P'\^q +r=:A. 

36 1. Exemple L Extraire , s^il est possible , la ranm 
quarrée de la quantité 10 ±: V^ 60 ±: V^ ^o -4-1/24. 

En comparant cette expression avec la f orm ule A ± l/ï 
d: \/ C -4- \/ D, nous aurons A= 10, B = 60, C=40j 
D = 24* Ainsi A' — B — C = o, et M = o ; A* — B- 
D = i6, et N = ±4; A'— C — D = 36, et P = ±6. 
D'où Ton voit d'abord que la quantité propos^Éhst un 
quarré parfait. Donnons le signe + aux quantités^ et P; 
nous trouverons /?= 5^ qjzzZ, r = a,et/?-f- çrH-r = io, 
ce qui est la valeur de A ; donc cette supposition est légi- 
time , et la racine quarrée de 10 dr V/ 60 ±: 1/ 40 4. ^/a( 
est »/ 5 ± \/ 5± \/ 2. 

362. Exemple IL Extraire, sUl est possible , la raduf 
quarrée de la quantité 28 ±: v/' Sao d= )/ 448 -f- v^ 140. 

Nous avons ici A = 28, B = 820, C = 448, D = 140. 
Donc A' — B — C = 16 , et M = it 4 ; A' — B — D= 
324, et N = di 18 ; A' — C — D = 196, et P = ± 14. 
Par où Ton voit que la quantité proposée est un quarré 
parfait. En donnant le signe -h aux trois quantités M, N, 
P, ontrouveioit;7=i6,<5r=9, r=ii ; et p'\-q^r=^%, 
ce qui n'est pas la valeur de A ; donc cette supposition doit 
être rejetée. Donnons le signe — à M, et le signe H- à Net 
à P; nous trouverons /?= 16, q=^5, r=jy et p-^q-^r= 
aB, ce qui est la valeur de A ; donc la supposition dont il 
s'agit est légitime, et la racine quarrée de 28 d= ^^ Sac ± 
V/ 448 + 1/ 140, est 4 ± )/ 5± \/ j. 

363. Problème III. Extraire , lorsque la chose est possible , 
la racine quarrée dune formule qui ne contient que des par^ 
iies radicales ^u second degré, et point de parties ration^ 
ne lies. 

Soit , par exemple , le binôme v/ A ± \/ B , où il n'entre 
que des parties radicales, dont il faut extraire la racine 
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«[iiarrc^e. On voit aisément que cette racine doit avoir la 
forme \/ (_p [/' r) ± \/ {q V r) , où les deux quantités ^p 
€t 1/ sont affectées du même facteur radical IX r, afin qu'en 
la quarrant, on ait simplement deux parties radicales cor- 
respondantes à v/ A et à 1/ B. Si on lui attribuoit la forme 
V^ {p v" r) ± ]/ {qV s) , où les deux facteurs radicaux de 
p et de 9 sont différents , on auroit au quarj (■ plus de deux 
parties radicales. II n'existe pour la racine point d'autre 
forme que lapremière pour produire nn quarré semblable 
à i/A it i/B. Je suppose donc que !/(/> V' r) ± '^{qV'r) 
soit la racine quarrée cherchée ; j'en fais le quarré, et je le 
compare avec \/ A. ± 1/ B ; ce qui me donne les deux équo- 
Ilons (p + rj) l/r=l/A, ou(^ + ç)' . r^A; -±2.]/ pqr-=^ 
•±1 l/ij, ou 4;ï(7r=^lî.Donc A — B=: (p + i/y. r — ^pqr=:. 
{p — qY . r. En comparant les valeurs de AetdeA — B-j 
oii voit que si i/ A dr 1/ B est dans le eas d'avoir une ra- 
cine quarrée, A et A — Bsont le même multiple r de deux 
quarrés qui ont respectivement pour racines la somme et 
la différence de.ï deux mêmes quantités y? et q. 

Quant aux valeurs des deux parties ^ {p'>^ y), ^ if^^) 
de la racine supposée, on les trouvera par fa comparaiso». 
des deux équations (/> +</}'. r^A, {p — 17 )^ r=;A — B 
car en tirant d'abord les racines quurrées, ajoutant en' 
semble les deux éqviations résultantes, puis retranchant 
la seconde de la prcitiière, on obtiendra 

K'A+i^CA — B) , i/A — ^'CA~B) 

On connoitra donc aussi v' {p \/ r) et^ {tj ^ r), 

3G4- Exemple. Extraire, s'il esc possible, la racine quar* 
rée de la quaiitliè 8 1/ 2 ± a 1/ 3o. 

Nous avons ici 1^ A := 8 V'' a, l/B=:2l/3o. Donc A^ 
128 =2 X 64, et A — B^ S— a X 4. Ainsi A et A — B 
sont le même multiple 2 des deux quarrés 64 et 4i dont 
les racines sont 8 et 2, On a donc r:=2, />^ 5, ^^3. 
Tontes les conditions requises pour que la formule V'K± 
V" B soit un quarré soiu ici ramplies j et la raciae de 1 
quantité proposée 8i' a±aV-'3oe5tl/C5t'^a)±^'(3^»' 
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365. Problème IV. Extraire la racine quarrée éPunejtA 
mule en partie réelle , en partie imaginaire. 

Soit , par exemple , le binôme F ±: 1/ —— G , dans lequel 
F est une quantité réelle , positive ou négative^ oninéioel 
zéro^ G une quantité réelle positive^ afin que V^ — Gwît 
imaginaire. En mettant dans l'expression de la racine qnu^ 
rée \/p±\/qAefiLzt )/B , trouvée (556) , F pourA,-6 
pour B, et conservant K pour représenter W^ (F" +G), 
qui doit être une quantité rationnelle pour que la formule 
proposée soit un quarré jparfait , on trouvera i// ( F ±: l/— Q 

366. Exemple I. E-rtraire , s'il est possible , la racint 
quarrée de ±:)/ -^64, ou de ±: 8 \/ — 1 . 

Nous avons ici F = o , »/.—• G =1 8 1/ — i ; donc 0:= 
64, F* 4- G;= 64, dont la racine quarrée est 8. La radflc 
quarrée cherchée est donc z ±: 2 W^ — 1. 

367. Exemple II, Extraire ^ s'il est possible ^ la racine 
quarrée de 16 dz Zo \/ — 1. 

Nous avons ici F =: 16, \/— G=z3o \/ — 1. Donc F'=: 
a56, G=900, F' -h G= ii56, dont la racine quarrée est 
34. Donc la racine quarrée cherchée est 5 ±: 5 V^ — i, 

368. Remarque. En général, que F ±: \/ — G soit ou non 
un quarré parfait , on peut toujours représenter sa racine 
quarrée par une expression de cette forme a ± b^/ — 1 , 
a et b étant des quantités réelles. Car la racine quar- 
xée de F ±: W^ — G peut s'exprimer généralement par 

. / .rF-f^(F*-f-Oh ^ , . FF — \/^(FM-Gnx . 

qu'en élevant cette dernière quantité au quarré, on trouve 
F dz V/ — G. Or, l/'CF* 4- G) étant toujours une quantité 
réelle plus grande que F, il est évident que, soit quon 
suppose F positive ou négative , la première partie 

' — -^ — ^J de la racine proposée est toujours 

une quantité réelle qu'on peut représenter par a , et que 
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r^^ :[, quiestiniagiuairej 

«t qu on peut écrire ainsi, V^ |_ — 1 i X l/— 1 

peut s'exprimer par il/ — i , en faisant l^ — ^ J . 

:^ bj quantité réelle. 

369. Corollaire I. Il suit de là que si l'on tire la racine 
«juarrée de F ± l^ — G ; puis la racine quarrée de la ra- 
cine quarrée précédente , ainsi de suite , on aura toujours 
pour chaque racine une quantité qu'on pourra représenter 
par a ±: b v' ■ — i. Car d'abord nous venons de voir que 
l/[F ± l/ — G] se rapporte à la forme fl ± il/— 1, ou 
a ± {/ — b'. Parla même raison, la racine quarrée (le I 
I cette racine quarrée est toujours une quantité de pareille j 
\ espèce; ainsi de suite. 1 

Syo. CoroUaire II. Toute racine paire d'une quantité j 
négative — Cj est réductible à la forme a ± h x/ — 1. 

Car, 1." ± l/ — C =: ± l/C. l/— i, qui se rapporte' 
k la forme a ± b \/ — i , en faisant n =r o , i =: iX C. De ■ J 
même si , dans l'article 3G5 , on fait F^o,G = C,onl 

trouvera que 1/ ± [\/ ~C]=V'{^ ^) >< (1 i:^'— 1)— _] 

V\--) X (1 ± y — i), qui se rapporte à n ± i l' — 1, en 

faisant a = b^=.y ~. D'un autre côté on a V — C ^ I 
4 I 

V/ ( 1/ — C ) ; 1/— C = 1/ ( \/ — C ) ; ainsi de suite. Par J 
conséquent toutes les racines de — C, qui ont pour in- | 
dices l'un des ternies de la progression géométrique H * ' J 
4:8:16: etc. se réduisent successivement à la forme û ±-1 
4l/ — 1. 1 

a." La racine sixième de* — C étant la même cliose que j 
la racine quarrée de la racine cube de — C, et y — O 1 
étant = — V^C, si l'on suppose, pour abréger un peu , J 
V^ C == D, on aura \/ — C = l/ — D = l/D.i/->.CeJ 



Spi SECONDE PARTIE. 

qui rappelle ce cas au précëdent, et fait voir qu onpeitl 
comprendre sous la forme a±:b v^— i toutes les racins 
paires de — C, dont les indices sont Fun des termes deli 
progression gëométriqueH6 : 1 2 : 24 : 4^ : etc. 

3.<» De mémev — C étant la même chose que v/( v/""C), 

et V^— C étant = — v/C; si l'on fait y/c =^E, onaurt 

V — C= v" — E. D'où l'on voit encore que ce cas si 
rappelle au premier^ et qu'on pourra toujours mettn 
sous la forme a±:b i/— 1 toutes les racines paires de — C, 
dont les indices sont l'ua des termes de la progressai 
géométrique H 10: 20: 40: 80: etc. 

Ainsi de suite* Il est évident que les progressions ia£- 
quées comprennent par leur réunion tous les nombrei 
pairs. 

37 1. Problème V. Extraire, s* il est possible , la radia 
cube de la formule A ±: \/ B , qui contient une partie rattonh 
nelle A, et la partie radicale \/B du second degré. 

J'observe^ 1.^ que la racine cube cherchée ne peut pis 
contenir plus d'un radical du second degré; car le cube 
d'une quantité telle que V^p dz \/q contiendroit des radir 
eaux à tous ses termes, et par conséquent le cube supposé 
A ± v/B contiendroit plus d'un radical du second degiC; 
CQ qui est contraire à l'hypothèse ; 

2.** Que la racine peut contenir avec un radical du se- 
cond degré , un radical du troisième degré , pourvu qiw 
ce dernier radical soit commun à tous ses termes. En 

effet, Je cube d'une quantité telle que {p±i\/" q) V^Aest 
p^k ±: Zp*k \/ q 4- Zpqk ±: qk {/ q; et ce cube a, coûime 
on voit, de même que A ±: \/B, une partie rationnelle, 
savoir, p^k -k- Zpqk, et une partie radicale du second de- 
gré , savoir , ( ± 3^' k ±: qk\/q) q. La racine cherchée nù 
peut pas avoir d'autres espèces de formes. 

Je suppose que cette racine soit {p àz \/q) v k\ ce qui 
comprend le cas où la racine doit être simplement p zfc V^ 
en faisant, lorsque le problème l'exige, A = i. Elevons 

{^p^V^)V ^ au cube ^ et égalons la partie rationnelle^» 
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^ ce cube à A, et la partie radicale à di i/B; nous aurons 

'^'A^p^A-^Spqk, ±:i/B:=±(3pk^qk)\/ij.D'un€LutTe 

■^Atë, puisque A 4- V^B a pour racine cube (p-i- \/q)\/k, 

et que A — l/B a pour racine cube (^p — V^ q) Vk, on 
aura(A+v/B)X(A— »/'B)=:(;i-f.i/^)^X(;;— V/^)3XA% 

^ ou bien A' — B = (p' — qy. k% et (/?» — 7 )' = ^'"7 ^ 1 

., Honcp, q et k étant supposées des quantités rationnelles^ 

■ - il faudra que la quantité rationnelle — -^ — soit de plus 

un cube parfait, puisque sa racine cube est p' — q. Si 

, donc on trouve par la méthode de Fart. ii3 que A* — B 

est un cube parfait, on fera A =: 1 : si -4* — 1^ n'est pas ur 

cube parfait, on déterminera k de manière que 77"-^ 

A 

soit un cube parfait, ce qui est toujours possible, puisque 
le pis aller est de supposer k = ±: -j^ — —-. Nommons 

pour abréger n la quantité v ( — j^ — J , que je suppose 

rationnelle : on aura q=p* — n. Substituant cette valeur 
de^ dans l'équation A=p^k'{- Zpqk, on aura A=/?'A-^ 
Zp^k — Znkp , ou bien 

(M) ^p^k — Zpnk—A=o: 

équation qui donnera pour p une valeur rationnelle , 
lorsque le problême proposé est possible, valeur qui se 
trouvera, ou par Fhabitude du calcul, ou par les mé- 
thodes expliquées (Chap. XIX). Quand on aura/>, on aura 
q par l'équation q^=^p* — n. 

372. Exemple !• Extraire, s^il est possible, la racviecuhe 
de la quantité 2 ±: l/5. 

Nous avons ici A = a^ ± V/B = ± V^5, A*— B=A— » 
5 = -— 1 , dont la racine cube est — i s==Jii 
conséquent l'équation (M) devient J^p^ + 5p 
elle est divisible par 2,p — 1; donc ;».==?- 
w = T + 1 = f. Âiim: la rado'* • 
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posée est de la forme p db j/'^, et cette racine est— ^^^^ — 

SyS. Exemple II. Kxtrait^, ^^ il est possible, l€t racine oAi 
de la quantité 5 d= 3 1/ 3. 

Nous avons ici A = 5, ±\/B=±3 1/3, A' — B=— a, 
qui n'est pas un cube parfait. La racine cube n'est donc 

pas de la forme ;e; ± v/ q. Je fais A = ; -— =-;ce 

'^ ^ ^ A* — B " 

qui donne V ( — r; — ) = V — 8 = — a = /i. Par consé- 
quent Tëquation ( M ) devient 2jt;' 4- Zp — 5 = o; et elle 
est divisible par p — 1=0. Donc /?=i,y = 3, et la ra- 
cine demandée^ qui est de la forme {p ± v^ q) Vk), eii 

(idEi/3)X v/T,oul$i^. 

874. Exemple II. Reconnoître si Véquation -s? — fe + 
4 = 0, qui semble (286 ) appartenir au cas irréducM, 
n^ aurait pas des racines exprimables sous une forme finit. 

£n résolvant cette équation par la méthode de Fartidê 

a83, on trouve a;=v ( — a-f-2\/— 1)4- v ( — 2 — ai/— 1). 
Il s'agit donc de tirer ^ s'il est possible y la racine cube de 
la quantité — 2. diai/ — 1. Or on a ici A = — a; ±:v/B=: 
±: a l/— i;A* — B = 4-h4=zi8, dont la racine cube est 
a = 71 ; A: = 1. Ainsi l'équation (M) devient 4/^' — 6/? + 
a = o , et elle est divisible par p — 1 = 0; donc p = 1» 

q = — 1 ; donc v ( — a -H a \/ — 1 ) = 1 — v/ 4- 1 î ^ 

V (— a — a v/ — 1 ) = i — 1/ — 1. Par conséquent j!;=d; 
les quantités imaginaires que x renfermoit dans son ex- 
pression sous sa première forme se détruisant mutuelio- 
ment par l'opposition des signes dans Texpression sous la 
seconde forme. 

Si Ton divise l'équalion proposée x"^ — 6j? H- 4 = opar 
X — ^, on trouvera l'équation du second degré a;* -j-ax — 
a = o, laquelle donne pour x les deux autres valeurs 
réelles, x=z — 1 ± \/3. 

Cet exemple peut servir d'éclaircissement à la restric*' 
lion qui accompagne l'article a86. 
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- SyS. Exemple IV. extraire, s'ilesipossi/ile,laracinecubé\ 

to /a quantité littérale 4^' — Sab' ±(4»' — b"}l/(a' — b'^ J 

'•^' rJoiis avons ici A^4a' — 5ab' ; ± l/B^±(4iî' — h') ] 

^(a' — b'); A* — B^i', dont la racine cube est b' = rt:i 
|^-ij;:= i. Ainsi l'équation (M) devient 4p' — db'p — 4»' -\ 
mtfBi*'=o; et cette équation est divisible par /» ■ — «^c 
ft 0onc p^a, ç=zaa — bb. Donc la lacine cube cherchés 
TTsBt a ± l/(aa — bb). 

■*..'. 376, Remarque I. Si on proposoît d'extraire la racïna ' 

r.cute d'une quantité coniposée de deux parties radicales 

_-du second degié, telle qu*est v/C± i/D, onmuttlplie^ 

yoit et on diviseroit tout par le cube de l'une des parties ^ 

^r exemple , par celui de V^ G ; ce qui donneroit l/C-f- 

if D:= — Or, dans cette fraction j le numéra** \ 

pur se rapporte à la forme A ± l^B, en faisant C'^=r A^ 
fXyV)^ i/'B; et ce même numérateur sera un cuhe, 
f'C ±w^D en est un, puisque C'± l/C^D est le produd 
Be \^C± l/D, par une quantité élevée au cube. Ainaî^ 
on aura la racine cube de V''C-±z l^D, en tirant, s'il est 
possible, celle de C' ± v'CH, et en la divisant par la , 
*le racine cube \/C'' , c'est-à-dire, par l/C. 

377. Jiemartjue II. Qu'on ait la quantité F± \/' — ^>) 
eu partie réelle , en partie imaginiiire. Lorsque cett^- | 
quantité est un cube parfait , ou trouve , par la méthode 
de l'article 571 , que sa racine cube est toujours de cette 
forme, a^Ity' — 1, « et i étant des quantités réelles. 
Maintenant Je dis en général que, lors môme que F±l/ — Ci 
n'est pas un cube, on peut néanmoins indiquer sa racine 
cube par la formule a± b y" — 1. En effet, représenlon» 
la racine cube dont il s'agit par r+ f , la partie s coa^t 
nant un radical du second degré, taudis que m'en co^f 
tient point, et, les deux parties r et 3 pouvant conten|j|| 
d'ailleurs chacune un même radical du troisième, degr^ 
Ces formes sont les seules qui soient compatibles av* 
l'espèce de la quantité F d: V — 0. En faisant le cube 
r + J, et en égalant à F la partie de ce cuhe qui conlîefl 
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la lettre r et le quarré de 5 , et à \/ — G la partie où i 
élevée à une puissance impaire^ on aura ces deux équatk)] 
F = r»-f-3r5% v/— G = (3r* 4-5*)*> ou G = — (3r-+jy/J 
qui, étant combinées ensemble, donneront nécessaire*! 
ment pour r et 5 des valeurs telles qu'en ëlevant r-^stal ' 
cube, on aura F ± V — G, puisqu'elles sont fondéci«ar| ' 
l'hypothèse que r + s est la racine cube de F=ii 1/— G.Or, 
en opérant sur ces deux équations comme dans rart.3ji, 
on trouvera d'abord r* — i*=v [F^-4-G], quantité rédk 
que je nomme n, pour abréger. Ensuite on aura en rus 
équation analogue à l'équation (M)^ savoir^ 4r' — Snr- 

F = o, ou bien r' = o.Dans cette demite 

équation, qui est du troisième degré ^ les trois valeunii 
r sont réelles (286). Ainsi, 1.** l'on peut représenter FuB 
d'elles par a. a.** L'équation G = — (3r* -4- j*)*5*donBS 

j» = --. Mettant dans le dénominateur, à lapiitt 

( or* -h 5* )* C 

de s* sa valeur r* — n, on aura 5' = -7 ^ : muntité 

qui est nécessairement négative , puisque G est posime, 
et que le quarré (^r" — n)' est aussi une quantité positite. 
Donc 5 est une quantité imaginaire qui a pour exprestiou 

— — X K — i . çt qui se rapporte à la forme b y/^^it 
en faisant b = ■ , quantité réelle. 

378. Corollaire. Il suit de là que si l'on tire de la quan- 
tité F ±: \/" — G une racine paire , dont l'indice soit com- 
pris dans la progression géométrique —6: 12:554:48:6^., 
cette racine sera toujours réductible à la (orme adzbi/-^i* 
Car, tirant d'abord la racine cube de Fdi i/^ — O, on «ura 
une quantité de la forme aztb \/ — 1, Tirant ensuite la 
racine quarrée de cette quantité , puis la racine quarrée 
de la racine quarrée précédente , ainsi de suite , on a"uw 
continuellement des expressions de la même forme fli 
b)/~i. 

Syg. Scholic I. Si on demandoit la racine quatrième de 
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- l/Bj on tireroit d'abord la racine quarrt^e, puis la' 
; quarrée de cette racine. Si , la racine sixième , on' 
tireroit la racine guarrée, puis la racine cube de cetta 
racine. Si, la racine huitième, on tireroit la racine ijuar- 
rée, puis la racine quatrième de cette racine; ainsi de 
suite pour toutes les racines dont l'indice est pair. Il est 
clair que si les extractions particulières que demanda 
chaque problème particulier sont impossibles séparément, 
ce problème lui-même sera impossible. 

38o. Sckolie II. Supposons qu'on demande la racine n 
de A ± l/B , n étant un nombre impair. En raisdnnanC 
généralement comme oii a fait (374). o™ verra que la 
racine cherchée doit être de la forme p ± \/ q , ou de la 

forme {p ± 1/9} . y k. Supposons le second cas, lequel 
comprend le premier, en faisant à ^^:i. Nous aurons di^nc 
{p±\/ q)" X A=:A±: \/^, OU bien (en déyel,oppant la 
puissance» du binome/>±l/^ par la formule de l'art. i\^), 

,,.C„-t)p-x., ^ ».(„-,)(,-,),-=<,,•, 



I 



p''k±n .^""'AiX^-f 



O-C— 3)>- 



-(-—)■(»-')■("- 
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-3)-(- 



i£.-^■ 



-^jp-'kfl/q 



d'où l'on tire (en (égalant ensemljle les parties rationnelles^^ 

'^ i.a, i.a.3.4 

D'un autre côté, l'équation {/j ± t^ç}" X A^A± t/B 

comprend ces deux-ci . . ... . . . t--. ."'.': A i * . ■ 

{p + i^ç)" X k—A.-f-t^B, (p—y^y- X ap=a--hK'B|, 

qui , étant multipliées ensemble, donnent ' ■••^^'■'•' 

. (p^ — qr y. k-^A^—B, et{p^~q}i=-^^^f^\ . 
Ainsi il faudra que V (— 7; ) soit une quantité, ration- 
nelle qui est censée connue, et que je nomme h ;. oé' qui 
donne ç=p' — /i. Substituant cette valeur deq dans l'ex- 
pression trouvée ci-dessus pour A, on aura un&ëquatioa 
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du degrc n, qui ne contiendra d'autre inconnue que m 
et dont on fera un usage analogue à celui qu'on a fiii| 
(574) de réquation (M). Connoissant/?, on connoitraJ 
par l'équation 7=/>" — A. 

38 1 Scholie m. La racine cinquième^ la racine sep- 
tième, etc. de la quantité F ±: \/ — G, en partie rWle, 
en partie imaginaire^ est toujours réductible à lafonm 
a±:b \/ — 1 • Car , en représentant cette racine par r±\ 
où i seulement contient un radical du second degré, 
tandis que r et i peuvent contenir l'une et l'autre unn- 
dical du cinquième et du septième degré^ etc. ; puis^opé* 
rant pr<^cisément comme dans l'article Syy^ on trouveit 
en r une équation du cinquième ou du septième degré, 
laquelle donnera toujours pour r une valeur réelle, parce 
que toute équation d'un degré impair a au moins uM 
valeur réelle, comme nous le verrons dans le chapitre 
suivant. Cette valeur de r peut être représentée par «. 
Ensuite on trouvera que s* est une quantité négative^ et 
que par conséquent ê est une quantité imaginaire qui 
peut s'exprimer par b \/ — i • 

. De là et de l'article 369 il suit qu'on aura toujours des 
quantités de la forme a±:h\/ — 1, en tirant de Fiirl/— G 
une racine dont Tindice est compris dans les progressions 
géométriques suivante!»^ frS: io:2o:4o.:8o:etç.; H7'^4- 
28:v^6:ii:A:etc.; Hg: 18:36:72: T44:etc, etc. 

Corollaire général. 

382. Revenons et terminons ce chapitre par une re* 
marque importante sur la forme générale des racines 
imaginaires. 

Nouft-avons démontré, 1.® que toute racine paire d'une 

\itî té 'négative quelconque peut être représentée par 

'- 1/^ — 1 , A et 6 étant des quantités réelles ; 

Qïie la racine quelconque d'une expression en partie 

!•' An. partie imaginaire, en vertu d'un radical pair 

i^f^ derant d'une quantité négative^ est également 
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Ainsi, en supposant que les quantités imaginaires qui 
proviennent de la ri^solution d'une équation sont des ra- 
cines paires de quantités négatives, ou des racines quel- 
conques de quantités en partie rtielles, en partie iinagi- 
naii-es à cause d'un radical pair placé au devant d'une 
quantité négative, les expressions des quantités dont il 
s'agit, sont toujours réductibles à la forme a ± b\/ — 1, 

Soit, par exemple , l'équation x' — ngs:* + "Sgg^^ o. On 
trouvera d'abord x^ — ë^^ 1/ — '^êS^^ ± gU^-^z. En- 
suite on aura x:=-±V [g ^ffl/ — a], expressions qu'on 
réduira & la forme a ài b ^— i , pat la méthode de l'ar- 
licle Syo. 

Soit l'équation j:* — ^g^' -h %' ^ o- On trouvera d'a- 
bord a;* — g^dig^ — 2, ensuite a:=i \/[g±g^ — 2], 
valeurs qu'on réduira à la forme a ifc &^^— 1, par Itt mé- 
thode de l'article Syy. 

Il est clair que l'expression a r±: h \/ — 1 peut toujours 
être regardée comme provenant d'une équation du second 
degré. Car, soit rinconnue_j'^û ± h\/ — 1 ; nous aurons 
y — nr^dtÀi/ — i. Donc, en quarrant chaque membre, 
et mettant tout d'un même côté ^ on aura_j^— 2<y + 

D'Alembert est le premier qui' ait'démontré (Mem. de 
l'acad. de Berlin, an 1746) que toute quantité imaginaire 
peut s'exprimer par a±b \/ — i . Sa dénionstratiouj fon- 
dée sur le calcul jntëgi-al, s'étend aux imaginaires expo- 
nentielles. Mais on n'avoit pas encore observé que pour 
les équations algébriques les A^ixi. théorèmes précédents 
pouvoiant se démontrer par des principes tirés dâ la chose 
même. 

11 seroit facile d'étendre les méUiodes expliquées dans 
ce chapitre à l'extraction des racines des quantité* do U 

forme A -t- v B, l'indice « du radical étant un noçnbre 
quelconque ; mais ces détails , peu Utiles d'ailleurs^ nous 
meneroient trop loin. 

Attire, »G 



i 
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içompria dans l'article prêchent. Pour démontrer le se^ 
<ond , on observera que le nombre des termes d'une 
^équation d*un degré impair étant pair (Siy)^ si Fon 
change les signes de ces termes pris de deux en deux à 
•compter depuis le seoond inclusirement jusqu'au der- 
nier , les racines positives deviendront négatives , et les 
négatives positives (322). Or^ par ce changement de signe^^ 
)e dernier terme de l'équation devient négatif. Donc la 
nouvelle équation a^ au moins, une racine positive, et 
par conséquent l'équation primitive a, au moins, una 
iracine négative correspondante. 

' 388. CoroUaireiy. Une équation d'un degré pair, dont 
le dernier terme est négatif a, au moins, deux racines 
réelles , l'une positive , l'autre négative ; car d'abord elle 
a une racine réelle positive (386). Ensuite, si Ton change 
ies signes de ses termes pris de deux an deux à compter 
depuis le second jusqu'au dernier, pour changer lesrt* 
cines positives en négatives, et les négatives en positives, 
on aura une équâlfcm dont le dernier terme demeurera 
le même en tout'qiJè celui dé la proposée. Donc cette 
nouvelle équation aura, au moins, une racine réelle po- 
sitive, et par conséquent la racine correspondante del'^ 
quation proposée sera réelle et négative. 

38g. Remarque. U peut se faire qu'une équation ne 
donne jamais de résultats de signes contraires, quelques 
nombres qu'on substitue à la place de l'inconnue. Cela 
arrive i.'' lorsque l'équation contient seulement des ra- 
cines égales deux à deux, quatre à quatre, etc. Ainsi, pa^ 
exemple, l'équation {x — af X {x^bf=:o, donnera éri- 
'^emment toujours un résultat de même signe, quelques 
Taleurs qu'on attribue à x. 

2."* Lorsque l'équation contient seulement des racines 
imaginaires. Telle est l'équation {x -{- a -{- b i/ — i) . 
<aî4-a — *V^ — ^^i) . (a?— c-i- dv^ — i) . {x — c— « 
d\/ — i).... = o, qui aura toujours le ménfe signe > 
quelque valeur qu'on donne à x. Sur quoi il faut se 
rapjpeler que \^ imaginaires vont toujours deux à deux, 
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et que Ift* deux racines qui composent une même paire ^ 
ne différent jamais que par le signe de U partie tmagi-^ 
naire. ' 

3." Lorsque l'équation contient tout-à-Ia-Pois des ra*^' 
eines égales deux à deux, quatre à quatre, etc. et dei-j 
racines imaginaires. Telle est l'équation (jr— a)' . ^c— i)' i, 
(r + c -H^ l^— . (:c -H c — flti/— l) = o. 

Concluons de là que toute équation qiù donne di 
résultats de signes contraires, en mettant à la. place d» 
l'inconnue des nombres réels difféienrsj ne tombe dâni 
aucun des trois cas précédents. 

Sgo, Problème I. Résoudre une équMtion quùlcontfae^ , 
sinon, rigoureusement, au mains par approximation. 

Je commence par examiner si cette équation ne con-» 
tient pas des racïnes-cgales; ces racines, lorsqu'il y en At 
se trouvent directement par l'article 35o; et on parnenS' 
à une équation d'un degré inférieur qui ne contient plui' 
de racines égales. J'examine encore si l'équation, rédiùt^' 
n'a pas de diviseurs commensurables d'une dimension è 
ces diviseurs se trouvent par tes méthodes du chap. X1X_ 
Au moyen de ces recherches préliminaires, on n'auia 
plus à. résoudre que des équations qui contiennent de» 
racines réelles inégales et incomnvansurables , ou des ra- 
cines imaginaires, au des racines en partie réelles inégalej 
et incojumensurables, en partie imaginaires. Je supjioi 
donc que les équations qu'il faut ici résoudre par appi 
niatîon sont de cette nature; on verra, par les exemples 
suivants, comment il faut opérer en général.. Ces ditfé- 
rents exemples ont cliacun leur difficulté particulière et 
se rapportent à différentes sortes d'équations. 

3gi. Esemple I. Résoudre, par une premîhe appris 
motion , l'équation x' +■ 5x + 7 =r 0. 

Comme cette, équation est d'un degré impair et que soo- 
dernier terme est positif. Je suis as.suré (SSy) qu'elle 
au moin», une racine réelle négative ; et par conséqui 
je ne puis pas manquer d'obtenir des résultats de sigi 
contraires, en substituant' pour x deux nombre*- nAij. 



le^^ 
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différents • Je fais donc d'abord 3ç=:o, ou ji=: — o;€e 
qni donne le résultat positif H- 7 ; je fais x = — i , ce qui 
donpe encore un résultat positif + 1 ; je fais a; =—-51^ ce 
qui doiine le résultat négatif-— 11. D'où je conclus que 
l'une des racines de Téquation est comprise entre*— 1 et 
*— 2. Les deux autres radines sont imaginaires (284) ; mais 
si elles étoient réelles^ on détermineroit semblablemçnt 
leurs limites. 

^ Nous apprendrons bientôt à trouver djes limites plus 
étroites ppur la racine réelle» 

392. Exemple II, Résoudre ^ par une première approxir 
mution , P équation x^ — = 1 6x* H- yx -4- 37 = o • 

SupjK>sons successivemetit a:=o, a;=i, xzzzz, a:=:3,etc.; 
puis ,2;=: — o, a:= — 1, x = — 2, x= — 5, etc. ^ nous au- 
rons la table qu'on voit ici : 



• 

Suppositions* 


Résultats. 


• 

Suppositions. 


Mésuàais, 


x — 


+ 37 


X' '^'^^0 


-f-37 


X 1 


+ ag 


x-^ l 


4-i5 


X 2 


+ 3 


X — ■ — a 


— 125 


x = 5 


— 5 


X' ■ — 3 


1 —47 


aî = 4 


+ 65 


X — 4 


+ ^ 


x'-^ 5 


4-^97 







D'où nous devons conclure que Tune des valeurs de a: est 
comprise entre 2 et 3^ une seconde entre 3 et 4> ^^^ 
troisième entre ~ 1 et — 2, enfin la quatrième entre —3 
et — 4^ 

393.. Exemple III. Résoudre , par une prepiière approxi-' 
mationy V équation x* — r i5x^ + 7X -H 37 1;^ o» 

En faisant successivement a: = o, 0:=: 1^ ^ = a, x=3, 
xr=^j a:=5> «tCt, on trouvera toujours des résultats po- 
sitifs; mais on ne doit pas se hâter d'en conclure que 
Féquation n'a pas de racines positives; car il peut se faire 
que les valeurs supposées pour x marchent par de trop 



A LG fr E- R E. C H A F, X X I !. 4O7 

grands sauta. Le plus court moyen de s'en assurer est de 
changer (Say) l'équation en une autre dont les racines 
soient plus grandes, par exemple, dix fois plus graudes, 
et d'examiner si, en augmentant successivement d'uns 
unité la nouvelle inconnue , on ne parviendra pas à des 

résultats de signes contraires. Je fais donc x=^- — ; ce 

qui change l'équation pcoposée en celle-ci, y' — iSooy" 
H- 7000^7' + 370000 =1 o. Ensuite je suppose successive- 
ment ^^o, y^^i,jr^z,y^5, . . . . y^= 10, y:=z\i, 
y=- 13. .... y:=2,o, y=;ai, j-:s2a, etc. ; et j« trouva 
que les deux suppositions _y:^a4,x^a5, donnent des 
résultats de signes contraires. Ainsi l'une des \;aleurs ds 
y est entre 34 et 25; et par conséquent la valeur corres- 
pondante de X est entre 2,4 et 2,5. Même procédé, s'il 
est nécessaire , pour les autres racines de l'éguation pro- 
posée. 

On voit ,. par cet exemple , que plus les racines d'une 
équation approchent d'être égales, plus la valeur de _j'j 
dans la transformée, doit être grande par rapport à x. 

3f)4- Exemple IV. Troucer clans l'éi/uation x'+Zx-i- y^^o. 
doiu les racines sont imaginaires, les expvessioui approchéet 
de ces racines. 

Je feins que l'équatioit proposée provient de oelle-cï-î 
{x-{-p-\-^\/—i)V.{:£-^p — '} y/— i) = 0, ou.o' + a/jj^4- 
ppA-qq^o; p %x. q étant des quantité» iéel!«s qu'il faut 
déterminer, du moins à-peu-pj^s. Or l'équation pniposée 
et l'équation feinte , devant être identiques , on aura 
3/^^=3, PP+ qtf^^j, IS'ousconnoi.'isoas d'abord /7, puis> 
que sa valeur est 7, ou 1,5: substituons cette valeur dam 
l'équationp^ 4- 9^:1^7; nous aurons ^q-^rj — ; ^= V» *>■* 
q" — -i;=o. Celte équation a (388) deux racines réelles, 
l'une positive, Tautre négarJve; et, en faisant stircessive- 
ment q 1=1 &, ^ ■=: i, ^ ^a, .y^^ 3, etc. , pui* q:=^— 1, 
q^ — a,eto., 00 trouve quw la racine positive est entre 
2 et 5, et la négative entre — a et — 3. 

C«t exemple est fort simple ; mais on opérera de m^me 



1 
I 



I 



4o8 ~ SECONDE FAKtTE. 

dans les cas analogues plus tomposës. Quel que soîtii 
degré d*une équation qui contient des racines imaginai* 
res y ces racines vont toujours deux à deux ^ et peuFent 
être regardées comme produites par des équations du 
second degré : elles sont donc toujours réductibles à la 
forme qu'on a attribuée aux racines de Féquation précér 
dente. Ainsi ^ en feignant qu'une équation dont les ra- 
cines sont imaginaires est le produit de plusieurs paires 
de racines imaginaires semblables à celles de l'exemple 
précédent ^ et comparant terme à terme Téquation pro^ 
posée arec l'équation feinte^ on aura plusieurs équatiçnS 
qui serviront à éliminer tous les coefficients inconnus des 
racines feintes , à l'exception d'un seul qui se trouvera 
dans une équation finale > laquelle aura au moins uns 
racine réelle. On prendra cette racine pour la valeur du 
coefficient dont on vient de parler; ensuite^ en remon- 
tant aux autres équations des coefficients^ on parviendra 
à les déterminer tous, à-peii-près. Il est clair que leurs 
valeurs seront des quantités réelles^ et que les racines de 
l'équation ne sont imaginaires que parce que les coëffi^ 
cients des équations feintes sont en partie multipliés par 
V—x. 

SgS. SchoUe. La transformation employée dans l'exem- 
ple III a non-seulement l'avantage de lever facilement la 
difficulté qui se rencontre dans les questions de cette na- 
ture, mais elle sert encore à trouver d'une manière plus 
approchée les racines d'une équation , et , en la répétant 
plusieurs fois, on poussera l'approximation aussi loin 
qu'on voudra. Pour rendre ceci clair , reprenons l'équa* 
tion a?^ -f 5a? 4- 7 = o (Exemple I). Je la change en une 
autre dont les racines soient Ain^ fois plus grandes, en 

faisant x = -^^ ; ce qui me donne ^' -4- Soojr-^- 7000 = o ; 

je détermine deux nombres qui ne diffèrent que de 1, et 
entre lesquels soit comprise la valeur de^; et comme j'ai 
déjà trouvé que la valeur de x est entre — i et — a, je 
vois tout de suite que celle de y est entrje «— 10 et — ao» 
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■■Hesserrons cet intervalle. La supposition ^ = —10, 
donne pour l'équation cny un résultat positif, et la sup- 
position _y-^ — 20 donne un résultat négatif. Faisons 
J' = — i5, nous aurons un résultat négatif; donc la va- 
leur dey est entre — 10 et — i5. Soit_j'=:— la, on aura 
encore un résultat négatif; donc la vuleur de j- est entre 
— 10 et — 12. Soit^^r — 11, on aura un résultat positif; 
donc la valeur de y est entre — 1 1 et .— la , et celle de a: 
est entre — 1,1 et — 1,2. 

Pour pousser l'approximation plus loin, Je cliange l'é- 
quation en^ en une autre dont les racines soient dix foi& 
plus grandes que les valeurs de^ , ou cent fois plus grandes 

que celles de a;. Je fais donc_y = — ; et l'équation en j' se 

change en celle-ci j z' + Sooooc + 7000000=^0. Et comme 
la valeur de^ est entre — 11 et — la, celle de «sera entre 
- — 110 et — 120. La supposition z ^ — 110 donne, pour 
l'équation en^:, un résultat positif, et la supposition «^ — 
120 donne un résultat négatif. Faisons z = — ii5, nous 
aurons un résultat négatif; donc la valeur de z est entre 
— 110 et — II 5. Soit z=^ — 112, nous aurons un résultat 
négatif; donc la valeur de s est entre — 110 et — 112. Soit 
z ^= — 1 1 1 , le résultat est positif ; dooc la valeur de z est 
entre — m et — iia, celle de_^ entre ^ 11,1 et — '1,2, 
et celle de j7 entre — 1,11 et — 1,12. On connoît donc x 
à moins de -^ près ; et en continuant à opérer toujours 
de la même manière , on pourra trouver une valeur qui 
diffère d'aussi peu qu'on voudra de celle de x. 

Je ferai observer en passant que la transformation d'une 
équation en une autre dont les racines soient 10 fois, 
100 fois, 1000 fois, etc. , plus grandes, sert à changer une 
équation qui contient des parties décimales en une autre 
qui n'en contient pas. Par exemple , soit l'équation x' ■+■ 
5,745^' -+- 6,7847a: -f- 9, 7428 1= o ; le coefficient du second 
terme contenant trois figures décimales, je change l'équa- 
tion en une autre dont les racines soient looo fois plus 

grandes ; je fais donc «=-i—; reqiù medomie_j-' +574*118 
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-f. C784700 -h 974^00000 = 0, équation eu il n^j a 
de parties décimales. 

3g6. Problème U. Pousser plus loin , et d'une wtamiiA 
commode , une première approximation donnée par lamèA 
thode précédente. 

Quand on a trouvé^ à moins de 7; près ^ Tune dttia-l 
cines d*une équation , la méthode suivante ^ d ue à NewtoOj ^ 
donne par un calcul tiès-ezpéditif la valeur de cette» 
cine^ approchée aussi près qu^on voudra. Pax exemple, 
soit encore notre équation j:' 4- 5j; 4- 7= o , dans laqiûlb 
la valeur de x est ^ à moins de 7V près^ -~- 1^1 ^ ainsi foc 
nous l'avons trouvé. 

Qu'on prenne x = — 1,1 -^ z y z étant ce qu'il faudioit 
joindre à — i^i ^ pour avoir exactement oc. Qu'au moyea 
de cette valeur^ on élimine x de l'équation proposée 
a;' 4- 5a; 4- 7 = o ; on aura la transformée z^ — 3,5i' 4 
hfiZz + 0^169 = o. Or , comme la quantité z est au-des- 
sous de -^ ^ et que par conséquent son quarré est au-Jessous 
de 777, son cube au-dessous de rhz'y il est clair que les 
deux termes qui contiennent z^ etz^ , sont beaucoup plus 
petits que les autres^ et qu'ils peuvent être négligés. Nous 
aurons en conséquence 8,63z 4- 0,16g = o ; ce qui donna 

_ 0,169 '^9 ' 1 T^ 

^=""-8;63 =""863^ = ~^'^^9' a-peu.près. Donc. 

= — i, 1 4-z= — 1,119 à peu près. 

L'approximation peut être poussée beaucoup plus loi» 
par divers moyens qui dépendent tous de la même méthode* 
D'abord nous pouvbns écrire l'équation générale cn^ 

sous cette forme, z = ^ / \^ ^ .Substituant dans 

' z* — 3,32 4-8,63. 

le dénominateur, à la place de 2, sa première valeur ap 

pTochée — Q,oi9,.et à la place de z' sa valeur pareillement 

approchée o,ooo36i, on aura z = q ^ \ T = — 0,01 94 > 

O9&90001 

à peu près. Donc a; = — 1,1194, à. peu de chose près. 

La même équation générale en z peut être ré3olue sans 

'jië^ger d-'autre terme que 2?. Par^'lA o'n S rérfudtToii li* 
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second degré, — 5,3^'+8,63z-t- 0,169^0, laquelle donne 
«^ — o.oigS, à peu près. Donc x = — 1,1195, à peu près. 

Enfin, de la même manière qu'on s'est servi de la pre- 
mière valeur — 1,1 approchée de x, pour trouver la se- 
conde valeur — 1,119 9"' ^^' plus exacte, nous pouvons 
nous servir de celle-ci pour en trouver une troisième 
encore plus exacte. Supposons donc x ^ — 1,119-f- w, el 
mettons cette valeur dans l'équation proposée x^ + Sx + 
7^:ro. Et, comme les termes qui contiendront u' et u' 
peuvent être rejetés sans scrupule, dispensons-nous d'é- 
crire ces termes pour nous épargner des calculs inutiles 
La transformée en u sera donc simplement, 8,-^5G/^83u + 
o,oo583i842^o ; d'où l'on tire à peu près «=: — o,ooo44' 
Donc x^ — i,iig44, à peu près. 

Il est clair que, par le moyen de cette troisième valeur 
approchée de x, on peut en trouver une quatrième encore 
plus approchée; ainsi de suite. 



CHAPITRE XXIII. 

Résolution approchée des équalions littérales ^ retour 
des suites. 

Sgy. J->Es méthodes d'approximation pour les équation» 
numériques s'appliquent également aux équalions litté- 
rales homogènes qui contiennent simplement deux lettres, 
c'est-à-dire, l'inconnue et une autre lettre connue. Par 
exemple, si on propose l'équation ce' — 5a' x' 4- yff'j; ■+■ 
iia*^=:o, qui ne contient que l'inconnue a; et la quantité 
connue a, on supposera a ^ i , et par là on aura l'équa- 
tion numérique x'' — Ht' -\- jx-t- 11 :=o. Quand on aura 
trouvé les racines de cette équation, on les multipliera 
par a, et on aura celles de la proposée- Il n'est donc pa» 
question ict de ces sortes d'équations. 

.On doit observer que , si une équation oii il ne paroît 
que deuiletlresn'.étoit pas homogène, elle seruitcansée 
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contenir trois lettres^ parce que les termes où les dimeo^ 
sions sont les moindres, doivent être censés multipliés pu 
les puissances d*une lettre que Ton a regardée comme 
Tunité, et qui est sous-entendue. De même une équaddn 
où il ne paroit que trois lettres , et qui n'est pas homo* 
gène> doit être censée contenir quatre lettres; aioii de 
suite. 

3g8. Problème I. Trouver, au moyen éCun^e sMiSie infiak 
convergente, la valeur approchée de Vune des racines d^uM 
équation qui contient plus de deux lettres. 

Soit, par exemple, l'équation homogène et à trois let- 
tres x^ + à'x -h ahx — 2a' — J' = o. Les deux quantités 
données a et b doivent être regardées comme inégales; 
aar si on avoit a=zb, Tune ou Tautre de ces lettres pour- 
roit être chassée de Tequation , qui ne contiendroit plus 
alors que deux lettres. 



I. 



«» CAS : a > b. 



Je feins qu'on ait a? = A -h BA 4- Ci* -h D J' 4- etc.; 
A, B, C^ D, etc. étant des coefficients inconnus quU 
s'agit de déterminer. Au moyen de cette valeur de x, 
l'équation proposée x^ -4- a^'x-h abx — 20^ — 6^=0 donne^ 
en ordonnant le second membre par rapport kb, 

ii:' = H- A' -4- 3A*B . b 4-' 3AB'. b^ -h B^ b^ + etc. . 

-h SA'C.è' + 3 A*D . b^ H- etc. 

-4-6ABC.*^-Hetc. 

'4- a'x— -f^ a*A 4- a*B .fr-H a"C . ft* + a'D . b^ j^ etc. 

H-a6;c= H- aA . 6-P ûB. è* +«G.è^4.etc. 

— aa'=: — aa* 

— i' = ^xb\ 

Et, comme on a x^ •+- a*x -t- afro:— 2fl* — i* = o, il s'en* 
suit que la somme de toutes les suites qui composent le 
second membre de l'expression précédente doit abssl être 
égale à zéro. Donc chaque terme particulier de cette somme 
doit être zéro. En effet, la valeur de i peut être aussi pe- 
tite qu'on voudra; et, si on lu suppose infiniment petite y 
on .verra > en comparant entre eux les terities du second 
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4,3 



►•membre^ que le premier doit être regardé c 

^ par rapport au second , le second comme inhni par rap- 

■-■ port au troisième , ie troisième comme infini par rapport 
3* 0U quatrième ; ainsi de sutie. D'où il résulte qu'aucua 

; terme ne peut être détruit, ni par ceux qui le précèdent, 
Bf ni pat ceux qui le suivent, et quepar conséquent la totalité 

Idea termes ne seroit pas zéro , si chacun d'eux en parti- 
culier n'étoit pas zéro. On aura donc , pour déterminer 
A» H, C, D, etc., les équations particulières, A^-|-«'A — ■ 
• flfl' ::= o ; ( 3A". B-i-a'B + flA)i:=o;( 5AB' + 3A" C + 
a'C 4- flB)i' — o ; (B> + 3A\ D 4- 6ABC 4-a'D + aC— i)è' 
^=o,etc. La première donne A:=a; la seconde donna 
(en divisant tout par h , et mettant pour A sa valeur), 
SoB 4- nB + a ^ o , et par conséquent B ^ — 7. La troi* 

ftième donne (en chassant h',K, B), ^<ï+ 4a'C — — ^:::o,^ 



et par conséquent C = 
blement D = 
B, C, D, , 






La quatrième don: 



aibla^ 



', etc. Substituons ces valeurs de A 



, dans 1 



aurons 



i suite feinte ; et 

x = a— -(--7-— -»-T T + ^l 

4 6411 a I ia' 

qui est la suite cherchée dans le premier et 

On voit que cette suite est convergente, 

Il est à propos de remarquer qu'on a déterminé Xi- 
premier coefficient A par la résolution de l'équatiotn 
A' + n'A — 20' ^= o ; résolution qui a été facile , parce 
que cette équation est décomposable en diviseurs ratian- 
*iels. Mais si, en pareil cas, l'équation n'étoit pas dé- 
composable en diviseurs rationnels, on détermineroii au 
moins A par approximation (Sgy), puisque l'équation eif | 
homogène et ne contient que deux lettres. 
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V 

I !•• c A s : a < t. 

Je feins qu'on ait a? = A-4- Ba •+- Ca^ -h Da* ^ etc. DonC| 
en ordonnant le second membre par rapport à a ^ on aura, 
X» = 4- A» H- 3A*B . « 4- 3AB\ a* + B^ a' + etd. 

4- 3A'a a' -h SA* D . a' -f etc. 

-f-, 6ABC . «' -H etc. 

4-«*a;= -f. A.a' -f- B.a'+etc. 

4-a6a:= -f-Ai.à h- Bi.a" -f- Ci . a' -4- etc. 

— aa' z=z "— a • ô' 

Donc , à cause de a?' -f- «""a; -{- abx — aà' — ^ 6* = o, le 
second membre de l'expression précédente sera aussi zéro* 
De plus, chacun des termes en particulier de cette expres- 
sion sera zéro. Ainsi on aura les équations, A^ — b^ =o; 
(5A*B -h Ab la = o ; ( 3AB' -^ 3À'C -h A -h Bi) a^ = o ; 
(B^ rh 3A'D -^ 6ABG-f- B 4- Ce — 2)a' r=r o; etc., lesquelles 

I 55 

donnent A=zb , B = — ^, C = 57- , D = ■ , etc. 

.00 oi/>* 

Donc , en mettant pour A, B , C^ D, etc. , leurs valeurs, 
la siiite feinte deviendra, 

x^^zib -— — — — -f- ' — etc. 

3 3A 8ii« 

399. Corollaire. La valeur trouvée ppur x étant l'une 
des trois racines de l'équation proposée «? 4- a^a: 4- ^;ç— 
2^^ — j^3 = o ; si l'on nomme M cette racine , e^ qnan 
divise Téquatîon par x — M = o , on obtiendra une équa- 
tion d'un degré plus bas^ dont on qpjgLnoitra, à peu de 
chose près , les coefficients et le dernier, ternie , et dont 
on déterminera; l^s, racines par un prpçédé ^semblable jiu 
précédent, supposé que ces racines soient réelles. Il en 
sera de même pour les équations des degrés plus élevéSi^. 

400. Scholie /• Les équations qui contiennent plus de 
• trois lettres peuvent se traiter à peu près de la même ma- 
nière. Toute la difficulté qu'on éprouve à former les suites 
qui doivent exprimer les valeurs de l'inconnue , consiste 
à choisir parmi les termes de l'équation ceux qui sont 
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(plus grands que les autres, et qui déterminent en con- 
séquence la loi suivant laquelle la série doit descendre. 
Newton a donné pour cela une règle fort commod^ , 
qu'on appelle ordinairement /e parallélogramme de New- 
ton. Elle est expliquée de la manière la plus claire et la 
plus détaillée dans un escellent ouvrage de Cramer, qui 
a pour titre. Introduction à Vanal^se des lignes couries 
algébriques , Gen. i-ySo. ISos lecteurs pourront y étudier 
plus à fond cette théorie, lorsqu'ils auront acquis les 
Lautres connoissances nécessaires pour entendre la géo- 
(métrie des courbes. 

401 . Scholie 11. On a dû remarquer, et on verra encore 
Idans la suite l'usage eC l'utilité des coefficients indé(ermi- 
nés , surtout pour la formation des suites. Cette méthode 
lur ainsi dire, la clef de toute l'analyse; on ne sau- 
Srit donn se la rendre trop familière; En voici quelques 
Jpplica rions, qui sont un peu étrangères à l'objet présentr 
[ûais on pardonnera cette petite digression en faveur de 
son utilité. 

Soit la quantité — - — à transformer en une série qui I 

»fiiarche suivant les puissances de x qu'on suppose moindre I 
qv# a.. Je feins qu'on aie = A H-i Ba; -^-Cx' + . ] 

Djc'-^- etc. Donc, en multipliant tout par a + x, ordon-; 
nant par rapport à a;, et mettant tous les termes dam lei ' 
second membre, on aura, '. 

! + aA -H flB 1 j: + oCl x''+ aD\x'+ etc. 
+ A J +B J M-C / ' 

".. ■. ':.:■=;■■] 

Egalons à zéro chacune des parties du sçcond membre ; 
nous aurons «A— i>:3;o; ((iBm- A)^^^o; (oC + B)a:'=o; 

(aD-i-C)a;'=;o, etc.j.^guations qui donnent A = —^^açf) 



1 
I 



4i6 



SECONDE PARTIE. 
I I X a^ ar* 

= "T "^ "rr "^" "Tî" — — r •+- etc. coi 



Ainsi on aur^^^^ 

on le trouve par la division (69), 

Soit la quantité (a + x)* à développer en série, «ctMt 
'<a. Cette opération peut se faire par la formuleèi bi- 
nôme (i45); mais on peut parvenir au même butaaM|eii 
des coefficients indéterminés. Je feins pour cela quêtait 

(a -h a?y = A -h Bx^Ccc* -4- Da:^ + etc. 
Donc, en quarrant chaque membre, ordonnant par np*' 
port k X, et mettant tout dans le second membre; Qi 
aura, 

{-f- A* H- 2ABI «-h aACl X* H- aÀD 1 a?> -h e%c 
— i J H- B» j + aBC J 

D oi Ton tire A"— «=o; (2AB^i)jî=o; (i^C+By 
= o ; ( 2AD -f- 21BC) x^ = o ; etc. ; équations qui doantiA 



Donc, 



Qai/"a 



X* 



16a' /a 






etc. 



2^/u 8al/a i6a*i/^a 

Qu'on ait la quantité ^(^^''^^:^^^,^ à transformer eft 

série , X étant plus petite que chacune des autres qnafi- 
tités a, b, c, d. Cette opération pourroit se faire en d^fe- 
loppant successivement le numérateur et le dënominafeof 
en séries^ et divisant ensuite la première sërie parla se- 
conde. Mais on parviendra beaucoup plus facilem^ent^ 
plus promptement au même but par la méthpde des coef- 
ficients indéterminés. Je feins .donc qu'on ait 

\/[a •4' x) 

Quarrant chaque membre , puis multipliant tout par lè 
dénominateur résultant b^cx-i- rfa?', mettant tout dans 
le second membre ordonné par rapport à Xyon trouvera: 




D'où l'on tire A'è — o ^ o , ( 2,ABb + A'c .— i ) a: ^^ o 
( aACè + B'i + aABc + A'd) x' = o,( zSCh + zADb ■+■ 
3'c+ zACc + zABd) x' = o, etc., équations qui don- 



nent A = 



' iibVab ' ~ Sab'v'aà ' 






ai\/aA ' 4rti' ^4aé\/aô %bV ab 

tuant ces valeurs de A, B, C, D, etc. dans la série feinte. 



on aura l'eipression de 
toutes données. 



V{b-k 



Vdx-) 



en grande ursi 



402. Problème II. La valeur de x étant donnée par la. 
suite K^a + bjr -t- cy' + dy' + etc. , on propose dejbrmer. 
une suite invarse ^uî donne y en x. 

On appelle ces sortes d'opérations retours des suites. 

L^ suite x:=a + bx -h cy' + (^' + etc., ^tant supposée 
convergente, il est clair que la quantité y doit être fort 
petite. Donc, si l'on suppose x — a:=zZj et par consé- 
quent z^by + cy'-^ dy' ■+■ etc. , la quantité z sera aussi 
très -petite. La première valeur approchée de z est don- 
née par l'équation z = by; d'où l'on tire^ =r— . Ainsi la 
premier terme de la série, qui doit donner y en z , est 
■ —, et le» autres termes contiendront i", z'. z'', etc., ca 

qui produira une série convergente. Je foins qu'on ait 
J- — Az+ Bz' + Cz' + Dz' + etc, et par conséquent, ea 
ordonnant par rapport h.z. 



jilgèbre. 
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4-cy**= -h cA*2* + acABz^ + etc 

-l-if^'== -f- dA.^z^ -f-etc. 

etc. = •..." • etCi 

— « =2: — z. 

Or on a ty 4- çjr* 4- 4^' "•" ®^^* "—-5 = 0. Donc leMond 
membre de Texpression prëcédente sera aussi =o.IkM| 
en ëgâlant séparément à zéro , chaque terme de ce n» 

bre, on aura (6A— i)z=o, ou A=— ; (*B-4- cA*)2|=: 



«M 



OU B=— -^; (&C-4-acAB-4-£iA')2'=o^ ou G=^^;^ 

Ainsi la série feinte de vient j^ =y — j^ — h ^^ —£■ — etc. 

ou bien en cnassant jb,^=:— r**"^ — j; H ^ . ^ '■ 

-— etc. > série convergente» 

4o3. Sçholie. Qu'on ait en général x-^gut^^hx^-^U 
4- etc. T=:gy-\- hy^ -H i^^ -f- Af * -H etc., équation dont le» 
deux membres sont supposés des séries conveigentes; et 
qu'il s'agisse par exemple de trouver Ba valeur d^/eax. 
Les deux séries étant supposées convergentes ^ il est diir 
que X et y doivent être des quantités fort petites. Donc, 
pour former. le premier terme de la série cherchée; oa 

aura l'équation x^=-gy^ et par conséquent v=r — . , 

éela posé, je feins qu'on ait^ = Aa: •+- fia?' -h Cr' + 
Do?* 4- etc. Et par conséquent, en substituant pour/,/*/ 
^*, etc., leurs valeurs, mettant toute l'équation tjc -f- ikc*+ 
bx^ H- dx*" H- etc. = gy -4- Aj^* 4- çk' + ®^- dans le seconi 
membre, et ordonnant par Rapport à x, on aura 

gy =gAx -i- gBx* -i-gCx^ -4- etc. 
-+- hy"" = -H AA'oî* 4- 5iAABx' -+- etc. 

-H 1^3 =: -I- îA^x^ -K ete. 

-hetc.= etc. 

X = 03 

— ax*= . • • — ax^ 

'—etc.— —etc. 
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Or dans cette expression la somme de toutes les parties 

ûe la gauche est égale à zéro, et par conséquent la somme 

de toutes les parties de la droite doit aussi être égale à 

zéro. Donc, en égalant séparément A zéi ' " ' 

x, de x', de 



1 



gB -(- A A° — a = 



,, onuura gA^ i 
, ou B := : 



y les facteurs de 
= o^,ouA = 



■•gC-l- 



aSAB + lA'— 4 =( 



-'A^T^,V•Ae 



etc. Aîilsï on aiir'a' " ' ' ^, '*'' 

8 s' ^ _ ■^. . ■ ■. . .i.(*"uî.>. 

ce qui forme une séjie coavergenie. . . > , 

Remarque générale. 

4o4' Toutes les séries que nous avons considérées dans 
les articles précédents ont été regardées, comme conver- 
gentes, parce que l'objet qu'on a di!i se proposer en les 
"formant ayant été de faire trouver par approïiinaiioa 
une quantité qu'on ne peut avoir exactement, ou d'une 
manière commode sous sa forme naturelle, il faut pour 
cela que les termes de la série aillent en décroissant, afin 
qu'il suffise d'en prendre un certain nombre du coinmieD- 
«ement pour avoir à peu de chose près la quantité qu'oa 
cherche. - msiii 

. iqnb 
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SECONDE TARTIE, 



CHAPITRE XXIV. 



[ 

■ De Véliminatîan dans îes équations de tous les degrés} 

H de l'évanouissement des radicauje. 

1 1 




'^oS. J-JonsQo'ow problème a plusiturs condition», et 
que ces conditions sont exprimées par autant d'équationi 
particulières, les inconnues peuvent être éliminées suc- 
cessivement, et on parvient à une équation où il n'y» 
plus qu'une seule inconnue. Nous en avons vu plusieurs 
iples. Mais, comme ces exemples ne regardoient çne 
les premiers degrés, et que les équations où les inconnues 
se trouvent sont quelquefois fort éloyées , je crois devoir 
expliquer ici brièvement la manière de faire l'élimination 
poyr toutes sortes d'équations. J'ai remis à traiter cette 
théorie à part, pour ne pas interrompre d'autres recher- 
c\ei par des calculs généraux qui n'y auroîent pas eu un 
'rippori. immédiat. Les mêmes principes nous serviront i 
faire disparoitre les radicaux. Allons par ordre en com- 
mençant par les cas les plus simples. 

406. £i on a plusieurs équations et autant d'inconsne* 
qui n'y montent qu'au premier degré, l'équation fînalcf^ 
c'jest-^àrdiie , l'équation où il n'y aura plus qu'une seul« 
inconnue mêlée avec des quantités données, sera toujour» 
du premier degré. Cette équation peut se trouver en tirant 
des équations proposées différentes valeurs d'une même 
inconnue, et comparant successivement ces valeurs comme 
nous l'avons pratiqué dans l'article iSa et ailleurs. Mais 
on parviendra beaucoup plus promptement au même but 
si l'on emploie la méthode indiquée (i3i). Voici le procéda 
du calcul. 

407. Soient, premièrement, entre les deux incoonuei 
se et_j', et les données a, b, c, etc. les deux équation* gé^ 
nérales du premier degré. 
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aa: + by + c = o, 
j dx + ey -t-/= o. 

' Pour ëliminer l'une des deux inconnues, par exemple y, 
je multiplie tous les termes de la première équation par e, 
coefficient de^ dans la seconde, et tous les termes de la 
seconde par b , coefficient de y dans la première ; ce qui 
me doDoe 

eax + eby ■+- ec ^ o, 
bdx ■+■ hey M- hf-:= o. 
Retranchant la seconde de ces équations de la première, 
on aura eax — bdx + ec — hf=.o, équation où il n'y a 

plus que X d'inconnue, et d'où l'on tire a:==^ —. 

La valeur de_y se trouve, ou en substituant cette valeur 
de X dans l'une des deux équations primitives, ou en mul- 
tipliant la première de ces équations par d, la seconde par 
a, et retranchant l'une des équations résultantes de l'au- 
tre. On a de l'une ou de l'autre manière, ^=^ 7^. 

Ces formules donneront la solution de tous les pro* 
blêmes du premier degré, qui contiennent deux incon- 
nues, en mettantpoura, i, c, etc., les valeurs individuelles 
■qui résultent des conditions de chaque problème parti- 
culier. 



408. En second lieu, soient entre les trois in' 
*j^j ^, ei les quantités données a, b, c, etc., les trois équa- 
tions générales , 

ax + by + cz + <? = o , 

ex+fy-^gz + h=o, 

i X + hy + bz -hmT= o. 

Pour éliminer d'abord e, je multiplie successivement la 

première par^, la seconde par c; puis la première par t, 

et la troisième parc; ce qui produit les quatre équations, 

gax 4- gby + gcz ■+■ gd:= o, 

E 4- cA = o, 



c + cyy + cgz -J 

c + Iby -t- Icz -i- 



id = 



chy + elz + effi = o. 



4^4 . .^1 E C C> Il D B P A R T I E. 

Retranchant la seconde de ces équations de la pre* 
mière^ et la quatrième de la troisième^ on aura les deux 
équations: • ^*' 

(la'^'ci)x -^ (Ib'-^ck)y -^ Id — cm = o, 

qui ne cohtfetinént que les deux inconnues x etj-, et qui 
se rapportentpar conséquent àTarticle précédent. On aura 
donc ici les valeurs de x et y, en mettant dans celles de 
l'article précédent, ga — ce pour a, gb^^cf pour h, la-^d 
pour d, Ib — ck {>our e, gd-'^ch pour c, Id^^cm pour/. 
Ainsi > 

_ ich—gd){lb^ck)^{g^^cf){cm — ld) 

(^ga-^ce){cm^^ld) — {ch^-^gd^{la — ci) 
^ Xgu-ce){lb-ck)-(igè^cf){la ^ci)" 

Ces expressions deviennent, en effectuant les multipli- 
cations indiquées, et réduisant, 

bhl — chk -4- (^k — gbm -+- cfm — d/'l 
cek — gak 4- ctfl — bel ■+• big — cfi ' 

gam — cem -h chi — ahl -f- del -r- gid 

Y ' »i I ■ I ■■ Il I ■ ■ ■ ■■ " ■■III I I I ■ — ^ 

cék — gak -4- aft^^ bel 4- bgi — cfi 
Substituant ces valeurs de :c et de^ dans Fune des trois 
équations primitives, on aura 'une équation où il nj aura 
plus que z d'inconnue , et d'où l'on tirera 

ahk'^ dek 4- dfi — afm -f- bem — bih 
cek — agk 4- afl — bel 4- big — cfi 
A l'aide de ces formules générales, on aura par de 
simples substitutions la solution de tous les problèmes du 
premier degré qui contiennent trois inconnues. 

409. Il est clair qu'en opérant toujours de la même 
manière, on parviendra à déterminer toutes les incon- 
nues , qtiels qtie soient leur nombre et celui des équations, 
toujours du premier degré, qui les contiennent. 

Si Ton a quatre inconnues et quatre équations , on 
commencera par éliminer l'une des inconnues, ce qui ré- 
duira ce cas au précédent. 
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ii l'on a cinq inconnues et cinq équations, on éliminera 

l'une des inconnues et on réduira le problème au cas pré- 

■cèdent; ninsi de suite. Ces formules dérivent les unes de» 

autres suivant une loi facile à reconnoître. 

. Soient maintenant entre les deux inconnues x et 
L j', et les données tt,b, c, etc., les deuiL équations suivantes^ 
I dont l'une est la plus générale du premier degré, l'autre 
' la plus générale du second, 
ax -\- h y -H c ^ o , 

dx" + ex -^fy' + gy + ^xy "*" '^^ o- 

On parviendra tout d'un coup à une équation où il n'y 
aura que x d'inconnuej en tirant de la première la valeur 
de y, et la substituant dans la seconde. Ce calcul donne 

ix- + ex +/(zirfi:).+ {g + h^){z^) + ,=„; 

équation déterminée du second degré, d'où l'on tirera la 
valeur de x. Substituant ensuite cette valeur dans la pre* 
mière équation primitive, on aura aussi la valeur àey. 

411. L'équation finale, soît en x, soit en^, peut êire 
trouvée par une autre méthode qui nous servira dans 
les cas suivants. Je suppose, pour abréger le calcul, 
aa; + c = A , g + hx ^^^ , t^x' + ex + 1 ^ C ; nos deux 
équations primitives deviennent donc, 
by + A ^ o , 
fy'+'&y + 0. = o. 
Je multiplie la première par C, Itt seconde par A ; je 
retranche le premier produit du second , et jp trouve (en 
divisant le reste par^ à cause «le l'égalité à zéro), 
Aj^ + AB — Cft = o, 
Je multiplie cette équation par b, et je multiplie l'équa- 
tion /y + A ^ o, par hf\ je retranche les deux équations 
résultantes l'une de l'autre; ce qui produit réquatioja 
Ay" — &(AB- — Ci)^o, dans laquelle il n'y a point de^. 
Mettant pour A, B, Cleurs valeurs, on aura 
/(oa; H- c)' — è{flx + cj (^ + ]ix) h- b' {dx' -\- ex-V 1) = o. 
On trouT«roit de même l'équation ilaaie en/. 



I 
I 



I 



t 
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412. Soient les deux équations générales du deuxièns 
degré , 

ax' + bx + cy' -{- tlj^ + esy -^- f ■=. o, 
gx' + hx + iy'' -^ ky + Ixy + w = o. 

Pour éiiminer^j' , je suppose d-ir ex^^K, ax* + 6a: + 
f-=L B , À + /x =^ D , gx' + A.r + m := E ; et j'aî les deux 
«quaXious, 

Cy"" + hy + B ^ o, 
iy^ + "Dy + £ = o. 

Cela posé, 1.° Je multiplie la première par /', la seconds 
par c, et je retranche le second produit du premier ; ce 
qui me donne (Ai — Dc)_j'+Bi — Ec^o, premiôro 
équation oh.y n'est plus qu'au premier degré. 

3." Je multiplie la première des deux mêmes équatloni 
par Ej la seconde par B ; je retranche le secoud produit 
du premier; ce qui me donne (en divisant toutpar_^), 
(Ec — B()^ + AE — BD:=o, seconde équation oix y 
n'est qu'au premier degré. Nous avons donc deux équa- 
tions oii y n'est qu'au premier degré. Ainsi, éliminant 
cette inconnue par leur moyen, on aura (B/ — Ec)* + 
(Aï — De) x(AE — BD) = o. Mettant pour A, B, D,E 
leurs valeurs, on aura 
{_iax' 4- bix 4- if — cgx" — chx — cm.y + \_id -'c- iex — 

ck — clx] [{d -¥ ex) {gx" + hx+ m) — (ax',-{- bx+f) 

(t + /x)]=o, 
équation déterminée du quatrième degré. 

On trouveroit de même l'équation Snale en^y. 

4.i3. Supposons qu'on ait en général les deux éguatîoMj 



my' 

My'- 



n 



h ny' -h py-i- g =0, 

• Ny' + Py + q = o , 
dan» lesquelles TO, n, p, q, M, N, P, Q sont des quantité* 
composées comme on voudra de l'inconnue x et de don- 
nées, ou, pour nous esprimer suivant l'usage, desyôractionj 
quelconques de a;. Il s'agit d'éliminer j-. Pour cela je mul- 
tiplie la première équation par Mj la seconde par m, et 



^f ALGÈBRE. CHAP. XXIV. 426 

•*Je retranche le second produit du premier; ce qui ma 

donne 
= (Mn — mN)y + {Mp — tnP)y + Mq — mQ = 
~ première équation où la plus haute . puissance de^nv 
jiinonte qu'au second degré. 
m Je multiplie encore la première des deux équations ' 
"proposées par Q , la seconde par q ; je retranche le s 
iproduitdupremterj ce qui me donne(en divisant le resta 

;onde équation où la plus haute puissance de jr na 
Monte qu'au second degré. 

Au moyen des deux dernières équations on parviendra, 
I comme dans l'article précédent, à faire disparoitre en- 
tièrement ^y. Soient, pourabrégerle calcul, M«-—(7iN=:«, 
Yp~mP=S,M/j — ?nQ = Y,Q,i~^N=i,qp—fjP=).. 
Pa trouvera ( — Ca+V^} ( yf-j-*^) •+■ (y» + •«*)•{= o, 
Cquation où il n'y a point de y. 

Cette équation est la même chose que 7* + iy'"* + ** 
(«A — ÎJ)— C*y*-4-?<?v'+ «J'y^o. Et comme«A — CJ= 
(Mn — m^) . {Qp ~ qV) — iMp — JT^Ï-) . (Qn~ iffi) = 
(toQ — Mç) . (Pn — ;ïN)i:= — y (Pn — pN), notre équa- 
tion deviendra y* + 2y"«A — «xy (Pk — ^N) — S'yA -§-; 
S^v' -4- «J'y =; o. Alors elle est divisible par y qui affecte 
tous ses termes, et ce facteur lui est inutile, c'est-à-dire, 
qu'on ne peut pas supposer pour équation finale y = o ; 
car cela donneroit Mq^mQ, supposition particulière 
qui altéreroit la généralité des deux équations primitives. 
La vraie équation résultante de l'élimination de_j' est dona 
y^+2y«A_-A(Pra — ;pN) — £■>-»- «y +-J' = o- 

Pour faire une application de ces formules ^ soient le» 
deux équations , 

xjr^ + l>y + x^ + a =: o, 
J'* ■+- f^y +Aa:'-t- A:=o, 

Nous avons dans ce cas m.^=x, n-=o,p-=h, ç=x'+^ 
M= 1, N = o, P = c, Q=:èa:' -H A, - = o, : = fr-ift 
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«(a:' +«). Doncrëquation finale est y* — ^y ^ o, tit^ 

à-dire , 

[r> A- a — x{bx' + h)Y —{h —cxy . [&(*»•+ A) — 

où il n'y a point dej^. 

4i4- Soient les deux équations générales , 

«n^* -^ ny^ + py' + qy -^ r = Q, 
My + Ny' + P^' + Q_^ -+- R ^ o , 
dans lesquelles la plus haute puissance Aey est de quatr« 
dimensions. On ccmimencera par éliminer j'* en multi- 
pliant la première par M , la seconde par m , et retran- 
chant le second produit du premier, ce qui donne 
(Mra — mN}^' + (M/>— mP)>-' -+- (Mç — wQ)j' H- Mr- 

wR ^ o, 
première équation où la plus haute puissance de^ n'est 
que de trois dimensions. 

Ensuite on multipliera la première équation primitive 
par R, la seconde par r, et on retranchera le second pro- 
duit du premier ; ce qui donne 

(Rm— rN)>-> + (Rn — rN)^*+(R;>— rI')r + R?— Ki = Oi 
seconde équation où la plus haute puissance de^^n'eit 
que de trois dimensions. On a donc deux équations qui 
ne contiennent plus que y^, et les puissances inférieures 
de _|-, et qui se traitent par conséquent comme celles de 
l'article précédent. 

On procédera semblablement lorsque , dan» les deui 
équations primitives, la plus haute puissance de_>- sera de 
plus de quatre dimensions. 

' 4i5. SchoUe I. Si dans l'équation finale il se trouve des 
facteurs inutiles , comme cela arrive quelquefois, ce« 
sortes de facteurs peuvent souvent se reconnoître «n* 
peine, en employant des abréviations de calcul pareilles^ 
celles qui nous ont servi à trouver (4i3) 1 équation finale 
résultante de l'élimination de_j-. Du moins ils peuventtou- 
jours être déterminés en décomposant, par les méthodei 
du chapitre xi\, l'équation finale en ses diviseurs com- 
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mensurables. Ensuite l'examen des conditions rlu pro- 
blème qu'on cherche à résoudre apprendra à discerner 
parmi les diviseurs ceux qui doivent être utiles d'avec 
ceux qui doivent être rejetés. 

^iS.SchoUelI. La même méthode s' applique à l'élimina* 
tiondes inconnues lorsqu'il y en a plus de deux, quels que 
soient les degrés des équations qui contiennent. Car, si 
on a trois inconnues x, y, z, et trois équations, il 
est clair qu'avec ia première et la seconde équation, on 
peut former une équation qui ne contienne plus que deux 
des trois inconnues, par exemple x et y. De même, eu 
combinant la première équation avec la troisième, on 
pourra former encore une équation qui ne contiendra 
que a: ety. Ainsi on aura deux équations qui ne contien- 
dront plus que les deux inconnues x et^; ce qui rappelle 
le problème aux cas précédents. 

Si on avoît quatre inconnues et quatre équations, en 
combinant successivement la première équation avec le» 
trois autres, on formeroit trois équations où il n'y auroit 
que trois inconnues; ce qui rappelle ce cas au précédent; 
ainsi de suite. 

Evanouissement des radicaux. 

417- Supposons que la valeur d'une inconnue soît don- 
née par une expression radicale ; que, par exemple, on ait 
x^V ab' +V' (c' + ii'), et qu'on veuille savoir quelle se- 
roit l'équation qui auroit produit l'expression proposée : 
la question est de trouver une équation en x, laquelle na 
contienne point de radicaux. Voici la manière de résoudre 
ces sortes de problèmes. 

418. D'abord, si une expression ne contient qu'un ra- 
dical, par exemple, si on a x= 1/ û&', on fera évanouir 
le radical, en élevant chaque membre au cube, ce qui 
donnera ce' :=ab', qui est une équation du troisième de- 
gré, de laquelle résulte l'expression proposée. 

Si on avoit x=^a-\- y[ c' + h' yed ] , on commence- 
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loit par transposer a, et on auroit â?— - a = V^[c'+i'V^â^l 
Elevant chaque membre au cube^ on auroit (x—«)>=l 
e' + 3' i/cii. Transposant c^, on auroit Ç^jc — a'H^= 
b* V^cd. Elevant chaque membre au quarré^ on êmXwBm^ 

équation du sixième degré ^ de laquelle résulte r«|M* 
f ion proposée* 

Si on avoit à dégager Tinconnue a: d'une éqoatitmii 
cette espèce a; = mH-v[oft* + c" v/( da^ -*- ^gh\t% 
1.^ on commenceroit par transposer i9s^ et éleyanttoti 
au cube^ on auroit (a? — m)' = tfi* -♦- c* v^^dx-^ V^ghh) 
a.* On transposeroit ab^, et élevant tout au quanré)Oi 
auroit [{x — m)" — ab" ]• = c^dx -4- c* v/" ghkx. S.^Oa 
transposeroit c^dx^ et élevant tout au quarré^ on amoit 

[{{x — my — ab^r-^c'dx'Y^ic^ghkx, 
'équation du douzième degré qu*il faudroit résoudre poor 
avoir a:. 

4ig* Lorsque dans une expression il se trouve plusiems 
radicaux qui se suivent par voie d'addition ou de sous- 
traction f comme cela arrive dans Texemple de Tart 4^7» 
il est un peu plus difficile de faire évanouir tous les radi" 
eaux. Cette opération peut s'exécuter ainsi en général. 

Mettez à la place de chaque radical une nouvelle inr 
connue^ et vous aurez une équation où il xi^y aurapout 
de radical : vous aurez de plus autant d'équations à deix 
termes qu'il y avoit de radicaux ; et ^ en élevant chacune 
de ces équations à la puissance de même indice que le ifr* 
dical qui s'y trouve , vous aurez encore des équations oi 
il n*y aura point de radicaux. Eliminez successivemeiit 
toutes les inconnues mises à la place des radicaux^ et 
vous aurez une équation finale qui sera celle iqu'on dé- 
ni andoit. 

Ainsi^ par exeinple^ étant donnée l'expression ^:=:V ab* 

-¥V[c^^d^] y je fais jr ~ \/ab% z =\/[c^ -♦- éZ'j^ et par 
conséquent x — j^— ^"=0;^^ — ûJ'=:o; z'— c*—- -«P=o* 
Ensuite , au moyen de te^ équations , j'élimine succeisir 
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vementjr et z en cette sorte. La première donne ST^ra; — y, 
et par conséquent z' = x' — 3 x'y + 3 xy* -^y' . Stibsti'- 
tuant cette valeur dans la troisième, on aura enbie x ety 
les deux équations, _j-' — ai' :==:o; — J','+ 3xy' ^ 3a:'j- -1- 
X^ — c' — d'^ o ; ou bien {en faisant, pour abjéger le calr 
cul), al>'=^A,5ae = B,5x'==CjX'—ç^ — d' = p,.. . 
y — A = o;~-y^+By — Cy + p^o. ', 

La question n'e&t donc plus que d'élimluerj^ de ces deux 
équations ; cela s'exécute par les moyei^s.eïpos^'s ci-dessus, 
et on trouve ., , ^^ 

( D — A)' + 3 ACB (D — A) — AÔ + À'B' = ', 
c'est-à-dire (en remettant pour A, B, G, D, leurs valeurs), 
(a:'— c' — d^ — a6')'4* 3,jab' x^{x' — c' — t/' — ai')-^ 

27 ab' x° 4- 27 a' A* x' ^ o , 
équation du neuvième^ degré, de laqiirfie résulte la valeur 
proposée de a;. ■ ' -i-i'i-i '■''--'■' 

■ -Il e-.rt. iji r:i ;::->m3!l!)Uod0li:> •iib)iih(;i '.â 

c H API T s:s;';x.x'y;i';v= ; 

Sommation de différentes 'suites de nomorjtfT 

420. 1j A sommation 3es suites', t^esl-à-dîre, Ta^t do J 
trouver, d'apr^S la loi suivant laquelle se forme uiife 
fttîte composée d'un nombre fini ou infini dé termes"! 
Tine expression finie qui revienne au résultat qu'on ob- 
ïiendroit, si l'on ajoutoit actuellement ense'mble'tûus les 
I termes de la suite , est un objet très-importarjC^d^nsJ'a- 
nalyse. Car les suites se présentent ou peuvéiit &'ilè in- 
troduites darts une infinité de recherches ; et si on l'^V 
«avoit sommer en général , il n'y a presque poiri r aé ^1 
Mêmes qu'on ne résolût en riguéùh Mallièureùseriieni: le 
nombre des swite^ qu'on sait sominèr est asiez pétît^ ot 
on est réduit pour l'ordinaire"^ lâcher de les rendre con- 
vergentes, afin que l'asseiublage de leurs premiers ieïnies 
suffise pour en représenter sensiblement la toiaTitt*."l^es 
suites que ie vais considérer ici'ontt^a'vantage dep'ouv'oir 
ilresomméés, et de s'appliqùer'ut'fléinetit à qu^f^t^r^- 
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cherches, comme od ea rencontre des exemples danslst 

différeures parties des mathématiques. 

4ai. Parmi les suites sommables, on trouve d'abord les 
progression* arithmétique et géométHque. J'ai donné dans 
les articles 161 et i85 les méthodes pour les sommer. Les 
suitps (Jue je vais maintenaat considérer dérivent de celïes- 
là ; etj au moyen de quelques nouveaux artifices de calcul, 
oti râ]>pellera toute celte théorie aux mêmes principei. 
Commençons par des définitions et des notions qui nous 
seront nécessaires. , 

.49a.,On appel lie nombres conswntivne suite de nombres 
:ous ég^iux entre eux : telle est la suite k, i, i, t, 1, i,etc. 
dont chaque terme est représenté par l'unité; forme à 
laqu^le toutes les suites de nombres constants peureat 
être rappelées. 

En ajoutant continuellement les termes de cette suite, 
on- f or m c r a ia irtite rla immbres namrvh'i ~ 2, ^4'^i^' 
7, 8, etc., en sorte que, ^ans cellcf ci., le premier terme 
1 = 1; le second terWe 2 :^ i 4- l ; le troisième terme 
3 z^ 1 -{■_}. + 1 ; le quatrième terme 4 =!-(- » -*:v^.'^- *' 
ainsi de suite. 

En. ajoutant continuellement les termes dç la su^e des 
nombres naturels, on fïirjnera la suite des nombres triaa- 
sulaires 1, 3, 6^ 10, iS, 3,1, 28, 56, etc., de sorte que,.dfi^i 
celle-oi, le premier terme 1^1; le second terme 3:=i-V-a; 
le troisième terme 6^1 + 3 + 3; le quatrième terme io = 

_i ■f-2-4-^3 + 4; "'Qsi de suite. 

^ Sfffuli labié ment , eji ajoutant continueUç(n^ent les ter- 
jnes.tle la suîte.des nombres triangulai^rps, ffnfoTmei&la 
5Uit§ (^sjiombii's pyramidaux 1, 4j }<>> 30,^55* ■^^t ^''^•. 

On voit qu'on peut former de, nouvelles sixtes àl'infinij 
suivant, la même lo.i. . . ■ ■, 

Les nombres qui les composent s'appellent, ç9 général 
nombres Jlgurés. _ , , , , 

En élevaçit les termes de ces suites, an qujirré^ aa çubç, 
à la quatrième puissance, etc., onfprflie de,iiouvélles sui- 
te;, excepta toutefaïs lâs.&iutes despui&sance^ des nombres 
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rïans tous les cas. 
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, etc., dont tous les termes sont i, 

4a3. Si l'on prend une progression arithmétique qui 
commence par l'uniléj et dont la différence soit d'ailleurs 
quelcon([ue, on formera, par l'addition successive des 
termes de cette progression , de nouvelles suites de nom- 
"bres qu'on appelle nombres polygones. Par exemple, soient ' 
les progressions aritlimétiques : 

» -^1.2. 3. 4. 5. 6. 7. etc. ' 

W^ ^1.3.5. 7 . 9 . 11 . i3 . etc. ■ 
^k: -f- I . 4 . 7 . 10 . i3 . 16 . ig . etc. 
^K 

^H commencent toutes par 1, et dont lej différences soqjIi ' 
^■mectirement i, a, 3, etc.; il en résultera les suites: 
^E,. if3, 6, io,i5j2i,28, etc. 

^a 'j 4t 9» *6j ^5, 36, 49> ^t*^- 

^ 1,5, 12 , 22 , 35 , 5i , 70 , etc. a 

• etc. j 

dont la première est la suite des nombres triangulaires, 
qui font ainsi partie des nombres polygones; la Seconde 
est la suite des quarrés des nombres naturels; la troisième 
est la suite des nombres qu'on notame pentagones ; etc. 

11 est inutile de pousser plus loin ces diStails qui n'ont 
pas de bornes. 

424. Problême I. Soit la progression arithmétique quel- 
conque : 

-=- t .g . h .i . k . . . . . . ..p, .! , 

dont ( etp sont les extrêmes, d est la Mfférence additive ou 
soiiitraccit'e, etdontje nomme S la somme qui se troui'e(i6i): 
on demande la somme dé la suite : '. •j::-3 à 

(A) S±f,S±(f+g),S±(f-t-g+h),S±Cf+gH-h+i),etc. ] 
qui se forme en ajoutant successivement à S , avec le signe . 
+ ou — ' , le premier cerm,e de la progression , la somme m 
des deux premiers termes , la somme des trois premdei I 
termes , etc. I 

On a, par la propriété de la progression arlthméticyie I 
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^dtsf^d, h:s:i/^ad, i=f^Zd, k=if^/^d, etc. 
Substituant ces valeurs daiiis la suite ( A ) ^ on verra que 
cette suite forme une progression arithmétique dont le 
preQBÎer ternie est S + £? i et la raison d. Ainsi^ après avoir 
déterminé (iSy) le. dernier terme de cette progression ^ 
on en trouvera la somme ( 161 )• 

-' 435. Problème II. Soit la progression géométrique : 
fra : ar : ar* : ar' : ar* ar»-», 

'dont a est le premier terme , — la raison, n le nombre des 

termes, et dont je nomme S la som^ne qui se trouve ( i85); 
on demande la somme de la suite 

«dra, 8±:{a-4-ar), Sî!i(a-4-ap-l-at')^Sd:(tt-f-àr4-ar»-*-ar5)^ ctc» 

Considérons séparément les aeux cas qu^emporté le 
double signe; et appelons. A et B lès deux suites qu'ils 
donnent. ' ' " . 1 » . 

a ar^ 

I — r 

.yeirra C^ nommant. ^I le terme -, pour abréger); 

qtiéîé premier tcViiife* dé la suite (A) = 



' * ' a ar^ 

Or. i.^en mettant pour S sa valeur — ^ on 

^ I — r r — r 



.! :, 



S 4- a=^ M ; 

' 1 — -r I — r 



que le second terme de cette suite =r 

I — r I— r 

que le troisième, terme :;= ( S 4- » rf-rû/:) H-.ar* = • 



a a ar - _ 

-r-M; 



,, _ I — r-. I— r 



que le quatrième terme = (S\-4*^<r nf- 4ir-H ar*) ■+■ «/*= 

_: li-M.. 

:• I— .r... I — r . .. 

'Ainsi de suite. 
. PaT où Ton voit que la suite ( A).Qst opmposée de trois 

Tiarties^ dont la première est la quantité constâi^te — -— 
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qu'il faut répéter positivement autant de f oi« n. qu'il y a 

de termes , ce qui donne le produit — — '- ; la seconde 

est la quantité constante M^ ou ^ qu'il faut répéter 

négativement le nombre n de fois, ce qui donne le produit 

n " 

. enfin la troisième forme la progression géo- 

ar ttr* ar' ar* ar* 

métrimie H : '— : : • . . — r-. — . 

* I — r I — r I— r i — r i — r 

dont est le premier terme . — la raison > n, le nom- 

I — r ^ r ' 

bre de termes, etpar conséquent -7 r r- la somme 

qu'il, faut prendre négativement. Donc, en rassemblant 
les trois parties qui doivent composer la suite (A) ^oA 

aura 

^, 2aTt nar^ ar* ar^+t 

A — *— f — -7 r- -f- — — — ~. . 

ir-r I — r (i-''; ('-'")* 

2/ Pour la suite (B), on trouvera que le premier terme 

= S^-a=^^ M; 

Que le second terme = (S — a) — ar:=: M ; 

Que le troisième terme = ( S — a — ar) -^ ar* = — — — 

— M; ' ''- 
Que le quatrième terme = ( S. — ^ — ar-^af) — ar^=z 

— M.- 

- ^ — r 

Ainsi de suite. , 

Par conséquent la suite (B)^est composée de deux par- 
*ties, dont la première (qu'il faut prendre positivement) 

forme la progression géométrique H — — • — ;3 — • 

ar^ ar^ ar^ ar 
: <— , . . , , ayant pour premier 

terme , — pour raison , n pour nombre de termes , -< 
Algèbre» ^ 
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u+i I 

, — ", ^, pour somme (i85); la seconde partiee&t 

la quantité M , ou — — — qu'il faut prendre n fois négaù- 

vement. Ainsi 

^ ar ar»'+^ nar^ 

15 = 



426. Corollaire. Supposons que la progression géomi- 

irique proposée ^-^^^ a \ ar \ ar" \ ar^ \ ar*" af^ 

soit décroissante à l'infini : alors r est un nombre frac- 
tionnaire , 1 — ^r est un nombre positif^ et n est un nom- 
bre infini. D'où il résulte , 

1.° Que dans la valeur de A, le preniier terme - 

est infini \ le troisième terme ^ r^ est une quantité 

finie , qui doit être négligée par rapport au premier 

terme ; le quatrième j r; est infiniment petit ^ puisque 

dans la fraction r le numérateur étant moindre que le 
dénominateur, la puissance r" devient infiniment petite, 

'lorsque n devient infini. Enfin le second, terme 



ion 



i-r' 



ou^ X »r*, doit être aussi considéré comme infi- 

I — r 

niment petit; car, en mettant à l'écart le facteur fini 

^, qui ne peut influer en rien sûr la nature de ce 

terme, et supposant — = <7> l'autre facteur rtr^ deviendra 

— IJ-. Or, ^ étant > 1, et /i étant un nombre entier positif, 

on voit, que la fraction --7 va continuellement en dimi- 

nuant à mesure que n augmente. En effet, soit, par 
exemple, q = 2, et faisons successivement /z =2, 71 = 3, 

» = 4^/2z::5,«==:6, etc. , la fraction -^ deviendra res- 

1 3 1 5 3 
pectivement — ,-—,—, ^, ^, etc. ; si Ton prenoit 7 = 3, 

i. 
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T t qu'on fît successivement n=:: si, nz=^^, nz=^ 4.^ '^ ^^= 5# 

=6, etc., la fraction -^deviendrôît^, -— ^ ^> ^-"ô^ ^tc- 

y oh il faut, conclure que lorsque le nombbré u deyient 

^.jafini, la fraction —^ devient infiniment petite, et que 

^ )ar conséquent le terme -r—. — - X t— — , oii doit être 

^ I — r y**! — r 

_*Tiëgligë. Ainsi la valeur de la smte A se réduit au seul 
r ^premier terme — — qui est une quantité infinie, comme 
' ^'nous l'avons déjà dit, ^ ' 

T 

a.^ Dans la valeur de la suite B, le second terme 






nar" 



c-.est infiniment petit ; Iç troisième terme • est aussi 

'• • ^ . . ^ — ' I — r 

^ infiniment petit', .comme dans llji :valevr de la suite A# 
^ Ainsi on a simplement B = -7- — ;- ', quantité finie. 

Si à cette quantité on ajoute la somme de la 

progression proposée ri a :ar: nr^ràr^: ar^ .... ar^'' , 
supposée maintenant décroissante à l'infini, on aura pour 

somme 7 r- •+- 7 r, ou 7 r-. Cette somme est à 

(i>r)" (I-r)^ (i-r)» 

celle < — de la progression proposée, comme : 1^ 

f- ■• ■ 1 1'/. 

ou comme i.està 1 -^r, ou\çonune-r-e;5tiL-^ — 1, c'est- 
t . r r 

. à-dire, comme la raison de la progressîoxi proposée est & 

cette même raison diminuée' de Tunité. 

427. Problème III. Sommer une suite dont les termes 
sont une même, puissance entière, quelfionque positive des 
termes d^une progression arithm^étique. 

Soit la progression arithmétique quelconque : . . 

"7~ J % ff » th m l m /C_ •••••«....2/, 

donty est le premier terme, p le dernier, d la différenij 
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quelconque addîtive ou soustractive. On aura, park 
nature de la progression , g=f -h d, h=g'^d, i=h'hi, 
k^^i-h dy etc. Donc , en élevant ces quantités au quam, 
aa/cube, à la quatrième puissance, etc., on formera les 
tables suivantes : 

I. 

' ^ =/* 4- f^fd ^ d* 

» A* = g^' -4- ag'rf -f^ ^ 

I' = À' ■+- s^hd -f- d" 

k* = i^ + a id -^ d* 

/ etc. 

II. 

g' — /> = Si/d + d 

h' r- g' =z zgd + d 

i' — h' = zhd + d 

• ■'■■■ k* -^r^=:^id H- d 

etc. 

Il I. 

g> =/' + 5/^d + 3/^ -4- ^ 

Aï = g'.» ■i-^g'd + Zgd' -+- </', 

i' = A' 4- 3À'rf + 3A<i* -j- <i» 

A' = t' + Zi^d + Zid" + d^ 



etc. 



I V. 



5» — /ï — Zf^d 4- 3/<i' + «£» 
A» — ^ =s 3g^ «î H- Sg'^f' + d' 
I» — A» = 3A'rf 4- 3A<i' -j- «i' 

A' — t' — Zi^d -h Z id' H- d» , 
etc. 

V. 

^« __y4 4. 4/3 rf + 6/'<£' 4- 4/^' 4- d* 

h* =1 g* + 4g' d + 6g^d' + 4gd' 4- d* 

i * = A* 4- 4 A' <Z 4- 6 A' «i* + 4 Arf' 4- d* 

A* ;= i* + j^iid 4-6 i* <i* 4- 4id' 4- <i* 
•etc. 
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»• » ■ • , . ■• • 

• V I. 

^ ^ —p = 4/^d -f- 6f^d^ -h 4/d^ 4- d^ 

h^ — g^ =z 4g^d -h Sff" d* 4- 4ffd^ 4- d^ 

i^ — A* = 4 A' rf -f- 6 A^/iv -4- 4 Arfî h- ^* 
À* — I* = 4/3 ^i -i^ iSiV^i' -h 4 1^3 -h £i* . 
etc. 

Cela posé, i.** si l'on veut avoîr la somme des premières 
puissances des termes de la progression arithmétique^ 
c'est-à-dire, la somme de cette progression méme^ on 
ajoutera ensemble les équiations de la table II; ce qui-* 
donnera k* — f^ ^=-^d{f-^ g-^- A + /) -h 4 rf*. Alors, on 
voit, par la manière dont cette équation se forme, que si 
Ton nomme S la somme totale de la progression arith- 
métique proposée, et fi le nombre .des termes, on aura 
p^ —f^ = 2^d{&—p)'^- (n-r i)d^; d'où l'on tire 

Q_ p'-'f* — (n — i)û^'h2pd 
ô — t ; . 

2a 
Si l'on substitue pour/; sa valeury*-+- (n — i)d, cette 

formule deviendra S = " ^ — ^ ^^ ^ ^ — i- , comme on 

2 

l'a trouvé dans l'article 161 • 

a.** Pour avoir la somme des quarrés des termes de 
nôtre progression arithmétique, on ajoutera ensemble 
les équations de la table IV; et on aura \ 

A'— /^ = 3^/(/ -f-g^ 4- A' 4- O H- 3rfH/+S'+ * + + 4^'- 
Par où l'on voit que si n étant toujours le nombre des 
termes de la progression, S la somme de ces termes, on 
nomme de plus S' la somme de leurs quarrés^ on aura 

p'—/' = 5d(Sf — p^)H'Sd\(S — p)-^(n—i)dK 

D'où l'on tire ( en mettant pour S sa valeur trouvée ci-» 
dessus, et dégageant S' ), 

~ 6d 

3.° Pour les cubes, on ajoutera ensemble le« équation A ^ 
de la table VI^ et on aura A* — /* = 4ei (/» -^ g* -i- A^ -«-#'> 
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-4- 6^ (/• -4- g^ -4- A' -4- «•) 4- à4\(J'^g^ A -h /) + 4^'. 
Donc^ en conservant les dénominations précédentes ^ et 
nommant de plus S'^ la.^omm^ des cubes des termes de 
la progression arithmétique^. on aura 
p'^ ^/^:nz^d{&^f—p^) -f- 6i» (S'^;?»)4- 4^3 ( S— ;^) -f 4^^ 
D'où l'on tire (en substituant pour S^ S', leurs valeurs 
trouvées ci-dessus, et dégageant S'' ) , 

^d 
£n procédant toujours de la même manière pour les 
puissances quatrième, cinquième, sixième, etc., et ob- 
servant la loi suivant laquelle toutes ces suites se forment, 
on trouvera en général que si, pour la plus grande sim- 
plicité des expressions, on désigne par S^"*"*>, la somme 
des puissances us — i des termes de la progression arith- 
métique, par S^"***^ la somme des puissances m — a^ par 
S (m - 3j la somiùe des puissances m- — 3 , ainsi de suite; on. 
trouvera, diè-je. 



1.2 



4-—^^ ^^o (S^^-S)— pm>3) j^ etc. 

1.2.3 r ' 

Cette suite s'arrête toujours, m étant un nombre entier 
positif; et en faisant successivement w:=:i, 7»=ia,.7»=3, 
/^=z=4, etc., on obtiendra la somme des puissances entières 
positives quelconques des termes de la progression arith- 
métique. En effet :. 

Soit d'abord t» = i : on aura p — f=^ d (8^°' — i). 
Sur quoi il faut remarquer que S^®^ représentant la 
somme d'une suite de termes dont chacun seroit élevé à 
la puissance o, et vaudroit par conséquent i, on a S^*'^=n, 
le nombre des termes étant n. Donc p — fz=.d{n — i)^ ou 
P^=^f-^ (n — i)^; ce qui dérive d'ailleurs inunédiate- 
ment de la progression arithmétique. 

Soit m=2 : on aura/?'— /* = 2fiî(Sf»)—;K?)4-d* (S^°5—i). 
Mettant pour S<^î sa valeur n, et dégageant S^'\ on trou- 
vera le même ^résultat que ci-dessus. 



\ 
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Soit m=5:oa aura. p^~-/^ = 5d(S'-'>^p^)+5d'(S<'^—p) 

'■+ ^'(8'°' — 1). Et comme l'ooconnoit S'°', S''', on pourra 

trouver S'"j c'est-à-dire, la somme des quarrés des termes 

de la progression arithmétique. 

Ainsi tle suite. 

^„J. Corollaire. Si l'on veut appliquer ces formules à 1 
la sommation des puissances des termes de la suite des 
nombres naturels 1, 2, 3, /y, 5, etc. , il faudra fairey":=i^ 
d^i ,p=: n; et on trouvera 



h3/,'- 



3o 



etc. 



4ag- Remarque. Le problème o& l'on demanderoit^ ft 1 
l'imitation du précédent, la somme des puissances dejk. m 
termes d'une progression géométrique, se rapporte i m- f 
médiatement à la sommation de ces progressions. Car si , 
l'on a la progression géométrique ^a: ar : ar' : ar^ : ar* j 
.... ar"' ', et qu'on élève chaque terme à la puissance ir, 
on formera cette autre progression géométrique H "" : ' 
«"■r"" : a'"r™ : a"" r"° : a"' r'™ : ... . «""t™'*"'', dont lèpre- I 



mier terme est a'" 



etk 



43o. Problême IV. Trouver la somme S des nomh 
triangulaires , a. étant le nombre des termes. 

Ou a , par la nature des nonabres triangulaires , 

. "(" + ■) 



s = 

Ot, 



-i5 J 



1 pouvons regarder cette suite comme conH-l 
posëe des suites A, B, C, D, etc. ajoutées ensemble terme J 
à terme, lesquelles sont toutes la suite des npmbies na- 
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turels avancée successivement d'un rang vers la droite; 

A=i-4-a4-3-+-4-f-5-4-6-f- . . . . -f-/z^ 
B = o-+-i4-a-+-3-f44-5-h . . . . -4-/1 — 1, 

G = o4-o-+-i-+-a4-3-f-4"+- • • • • -4-/1 — 2, 

D.= o H- o -4- O-h 1 -4- 2 4- 3 -h ..•.+/! — 3, 

etc* 

Cela posé, la somme de la suite A est ; etoa 

a 

aura également, par la même formule, les sommes des 
suites B, C, D, etc., en mettant successivement n — i, 

n — a, n — 3, etc., à la place de n. Ainsi B = -^ — ^ — -, 

2 2 

en ajoutant ensemble toutes ces sommes particulières, et 
faisant deux classes de termes correspondants, on aura 

S=|[7i*-f-(/z— l)»-+-(/l — ar-4-(7î — 3)'-4-. ...-Mj 
-^ \[n + {n-^ i) -¥ {n — a) -f- (/2 — 3) -4- .... + i]- 
Or (428) , des deux suites qui entrent dans cette expres- 
sion,! la première w* -4- (/i — I )* 4- {n — a)' -h . . . . -\- 1 

2w' •+• 3/1* -4- w - _ ^ . " . 

= —7 , et la seconde n^\n — ij-h C» — 2; + 

{n — 3) -4- (/i — 4) «^ * • • + 1 =- -. Donc enfin . .. 

2 

8 271^ -4- 3n* + n nn-^n n^ -4- 3/i* -4- 2« 



12 4 1X2X3 

43i. Problême V. Trouver la somme S des nombres 
pyramidaux. 

On a, par la nature des nombres pyramidaux, 

' ' ■ _^ n^-h 3«*-4- 2;» 
5 = 1 -f- 4 ■+" 10 -h 20 M- 35 -4- .... H r . 

1.2.3 

Cette suite peut être regardée comm^ composée des 
suites suivantes , lesquelles sont toutes la suite des nom- 
bres triangulaires avancée successivement d'un rang vers 
la droite: 
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A = l + 3-4-6 + iO H- l5 •+-... .-+- 



2 ' 



B = o+ 1 + 3+ 6 +10+.... + -^i ' , 

< 2 

C = o+o + i+ 3 + 6 + .... + -^^ , 

2 

^ - (71 — 3)*+ 72—3 

D = o + o + o+i + 3 + ....+ -i^ , 

2 

«te. 

n^ + 3«*+ 271 



Or^ en vertu de l'article prëcédent, A = 



6 

^ (7î-TV+3(72-l)»+2(n-l) ^ (/2-2)3+3(72-2)»+2(;î-2) 
B_ : g ,C_ g— ^^ 

-^ (/2-3)3+3(/Z-3)«+2(/î-3) _, 

D=-^ ^ ^ ^ ^, etc. Donc^ en ajoutant en- 
semble toutes ces sommes particulières et faisant trois 
classes de termes correspondants^ on aura 

+ T [«' -^ ('ï — 1)' -^ C'* ~^)' + (/î — 3)* + . . . + 1; 

+ V [/ï + (/i — 1) -+- (^2 — a) + (/i — 3) + . . . + 1]. 
Or ( 4^8 ) , des trois suites qui entrent dans cette expres- 
sion^ la première «'+ (n — 1)^+ {n — 2)^+ (n — 3)^+ . . . 

n^ + 271^ + 7Z - 1 , , \, / \. . ' 

+ 1 = ; la seconde n + (n — 1) + (n — a) + 

4 

/ r-N, 27z3+3/2* + 7î , ^ ... 

(/z — 5) + . . • + 1 = 7 ; la troisième ....», 

Ni- fTN TïTÎ + Tl 

/ï4-(7t— .l)4-(/l— ,2)-f.(7l 3) + ...+ 1= . 

% 

Donc 

^ n^"h2n^-{-n* 2/î^+37i»+7ï nn-i-n n*+67t^+i in*+67» 

~ 24 *" I^ *" 6 iX.-2X3X4^ 

On sommera semblablement les nombres figurée d un 
ordre plus élevé. 

432. Problème VI. Soient deux progressions , Vune arith^ 
jnédque , Vautre géométrique , d'un même nombre n de 
termes correspondants chacun à cfiacun : 

-r /:/+ rf ./+ 2rf ./+ 3/i./+ 4^ • • •/■*- C'* — 4/. 
Ha: ar : ar^ : ar^ \ af^ . . . . ^ ar^-*^- 
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On demande la somme S qui résulte ^ en multipliant les 
• termes de la première progression par eetia: de la seconde» 

On a, par hypothèse, S =yû(i -4-r-l- r* -H r^+r*4-. .. 
r^")^dar{i -h 2r -4- 5r' -4- 4r' -4- 5r* -4- . . . -f-(ix— i)/-"». 

Or, i.'^le facteur (i-4-r-4-r'-4-H-4-r*-l-.. . + r° ') 
de la première partie est une progression géométiique 

I — -r** 
dont la somme = — : — (i85). Ainai cette partie .... 

z=z/a X -^ ^. 

•^ I — r 

a.** Pour trouver Texpression du facteur Ç^x-^zr-^-Zf-^ 
4^-4- 5/^-4- ... -4- (« — i)r""* delà seconde partie, je le 
regarde comme composé des suites suivantes qui forment 
des progressions géométriques qui ont toutes la mémo 

raison — , et le même dernier terme r""* : 



A=i-4- r-4-r'-4-H-l-r*-l- 
B=:oH- r-4-r'-4-r'-H7^-+- 
C = o-l-o-4-r'4-H-4-7^-f- 
D = o + o-4-o -f-r^-f-r* + 
E=o-4-o-f-o-f- o-4-r*-+- 



. • 



»B-* 



. . . -4- r»-». 



>B-S 



.n-9 



.n -a 



M = 



r»-*. 



Or, toutes ces suites étant des progressions géométri- 



D-l 



r — r 



n-i 



crues, on trouve (i85) , A = : B = ~ — '- — ; C = 

I — T I — r 

7-4— y-n-t __ yn-a_^D-* 






1 — r 



• m • y AlL !^ 



Donc A-+-B-+-C-HD-+-E-4- . . . . -t-M = 



I — r 



I— r 



1 -h 1 -4- 1 H- etc. )J ; expression qui devient — ^ 

j X (/ï— . i)r^'^, en observant que 1 4- r 4- 

r^ -^r^ ^ etc. , forme une progression géométrique dont la 
somme = — ^ et que la suite i-M-4-H- etc. = n— !• 
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Ainsi la seconde partie de la suite S = — ^ — X ( — — ; 

N * 1 — T ^ I — r 

{n — i)r"*' ). On aura donc finalement^ 

^ fa(\ — r») dar /i— r*^-» , ^ \ 

I — r I — r ^ I — r ^ ' J 

433. Corollaire: Supposons que les deux pi^ogressions 
proposées soient poussées à Tinfini, et que la progression 
géométrique soit décroissante, ou que r soit une fractiou 
< 1 ; alors le terme r" sera infiniment petit, et devra être 
n^^gligé; le terme (/i— i)r°'* sera aussi infiniment petit , 
comme on l'a déjà vu en cas pareil. Ainsi, on aura sim- 
plement, . 

ç_ /a dar fii-Ar{da--fii)r 

i-r ;^ (i-r)V • (i-r> 

434. Remarque, Si, dans Tarticle 43a, au lieu de mul- 
tiplier on divisoit les termes de la progression arithmé- 
tique par ceux de la progression géométrique, on rap- 
pelleroit ce second problème au précédent^ enffùsai^t 

I 

435. Problême VII. Sommer la suite : 

ô = ar •+- oaf^ -h oûr^ 4- loar -h • . . H r— ^ — . 

2 

^o/i^ /es termes sont les produits des nombres triangulaires 
par les termes d^une progression géométrique. 

Je regarde cette suite comme composée des progrès* 
sions géométriques suivantes : 

A == iïr +• ar* ■+- ar^ -^ af* ■+•.... -f- i ar^ , 
B = o H- aûr*^-+- 2ar^ -h aa/^ H- . . . . H- aar**, 
C=o+ o.+ 3aHH- 3.ar* 4- . . . i.4- 3ar% 
D= o •+- o -+- o + 4tf7* -f- ....•+- 4^3^°^ 



M= 



n 



nar"" ^ 



Or(i85), A= i— 7— > » = ' r=; ' <^="^^ 

; — ;: 1; D = -2 1 ^ etc. Donc A 4- B "K 



444 
C-hD 



SECOKDE r A WL 



ar . 

etc. = (1 



fi 



3 + 4 



r I c 

n}. Or, ddimsaitei 



qui entrent dans cette expression, Lt première L-^y+ 



nr 



••1 



Sf* -H 4r» + 

('-^^ »r"), en rertu du 

seconde 1-4-3 + 3 + 4 
donc enfin 



» » 



irn 



• • 



-t. 

. ÛAim 

I — r ^ I — r ^ I — r -^-^ i — r » 

Lorsque la progression géométrique est décroisiialet 
Finfini^ on a simplement 

S = — ^ rr* 

I — ry 

Nos lecteurs appliqueront facilement les oéffles m^ 
thodes à la sommation d'autres suites de paralle nataie. 



CHAPITRE XXVI- 

De9 suites récurrentes. 

4^6. I_y £ s suites récurrentes sont ainsi nommées en g^ 
nërai , parce que , si Ton prend à volonté les premid^ 
termes^ les termes suivants se forment^ semblablement; 
chacun par l'addition ou la soustraction d'un même nom- 
bre de termes précédents affectés de coefficients donnez 
et qu'il faut par conséquent , pour continuer la suite, re" 
courir sans cesse aux termes déjà trouvés. 

Par exemple, la suite 5, 2,0 ^ 80, 32o, 1:280, etc., est 
récurrente, p^rce qu'ayant pris à volonté le premier terme 
5, le second est égal au premier multiplié par le nombre 
donné 4^ le troisième est égal au second multiplié parle 
A\émé nombre ê^y^xn^i de suite* 
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De même, la suite 1, 4j ^^j ^^7' 7o4j ^9°^ > etc., est 
récurrente , parc© qii' ayant pris à volonté les deux pre- 
miers termes 1 , 4j ^^ troisième est égal à la somme faite 
du premier multiplié par le coefficient donné 3, et du 
second multiplié par le coefficient donné 5, c'est-à- 
dîre, que 23=;ix3+4X5;]e quatrième se forme sem- 
blablement du second et du troisième, c'est-à-dire, que 
127^:^4X3 + 23x5; de même, le cinquième 7o4=:23X 
3 + 127 X 5 ; ainsi de suite. 

La suite 1, 3, 5, ao, jo6, 566, etc., est aussi récurrente, 
parce qu'ayant pris à volonté les trois premiers termes 
1, 3j 5, le quatrième est égal à la somme faîte du premier 
multiplié par le coefficient donné 3, du second multiplia 
par le coefficient donné — 4' et du troisième multiplié 
par le coefficient donné 6, c'est-à-dire, que 20=^ 1 Xa +" 
3X — 4+5x6; le cinquième se forme de même du se- 
cond, du troisième et du quatrième, c'est-à-dire, quis 
io6=:3 X 3-1-5 X — 4-1- soX 6; ainsi de suite. 

On appelle èdielle de reîaiio/i, l'assemblage des coeffi- 
cients donnés qui servent à former la suite. Cette échelle 
peut avoir un nombre quelconque de termes. Dans la 
première suite proposée, l'échelle de relation est simple- 
ment 4; elle n'a qu'un seul terme : dans la seconde suite 
l'échelle de relation est 3 -i- 5; elle a deux termes ; dans 
la troisième suite l'échelle de relation est 2 — 4 + ^ j ^'1^ 
a trois termes, etc. 

Le dernier terme de la suite se nomme tenne général; 
il est une certaine fonction des premiers termes généra- 
teurs de la suite , de l'échelle de relation , et du nombca 
des termes. Cette fonction doit être telle qu'en nommant 
n le nombre des termes , et faisant successivement n^ 1, 
re:r=a, n^=3, «=4, etc., le terme général devienne suc- 
cessivement chacun des termes de la suite- 

437. Théorème L Toute progj-essîon géométrique peut 
être regardée comme une suite récurrente doM- 1'' échelle de 
relation aura tant de termes qu'on voudra. 

Supposons que la suite a, b^ c, d, ^sf» représente 



I 
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une progression géométrique dont chaque terme soit nj 
terme suivant comme 1 est à it» ; i! est clair ^ 

!.• Que cette progression peut être regardée comme! 
une suite récurrente dont l'échelle de relation estn. 

a.® Puisque b=:ma, c=:mb, d = Fnc, etc.,Oïïwra 
i — ma = o,ou,en multipliant tout par le nombre «fci- 
traire k, bk — mak = o. Donc c = mb -+- M-r-jiMi,(ya 
c=i{m+k)b — mka. On trouvera de même d=(m^k]i 
^^mkb, e = (/» -h k) d^^ mkc, etc. Donc la progression 
proposée peut être regardée comme une suite récurrente 
dont l'échelle de relation , composée de deux termes, 
est (7» H- k) — mk. Cette échelle est susceptible de pin- 
sieurs variations^ puisque le noilibre k a ëté pris arbitrd- 
rement. 

3,*» A cause de c = (/7*H-A).ft — mOik nous aurons . en 
multipliant tout par le nombre arbitraire h , et mettant 
tout d'un même côté^ ch — ( mA '4- AA ) ft -f- jnakh= 0. Et 
comme d = (^m -f- k)c — mbk , nous aurons, enjoignant 
au second membre de cette équation l'équation précé- 
dente, d= (wH- k -+- h)c — (mk -|- mh -+- hk)b'\'m\ha. 
Ou trouvera de même e zm^m-i- k'-h k) d -^ (ink + mh + 
k/i) c -^ mkhb; ainsi de suite. Donc la progression pro- 
posée peut être regardée comme* une suite récurrente 
dpnt réchelle de relatiori, composée de trois termes, est 
(wH- â:h- A) — (TwA-hTwA-f- AA)-|- mkh; ainsi de snite. 

438. Théorème II. Si on déi^làppe une fraction telle (fue 

r rry àont le dénominateur est complesce . le numé- 

« •+■ bx -f- ex* . *^ ' 

rateur étant tout ce qu'on voudra, en une suite infinie çui 

marche suiç^ant les puissances de x , les coefficients des tin- 

mes de. cette suite composeront une suite récurrente dont 

c b 

V échelle de relation est . 

a a 

En effet, feignons qu'on ait =:A + B;c-*- 

a-^hx-^-c.x* 
Cx^ -f- Do;' H- Eo;* -+- etc., et par conséquent. 
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hûE^t- 


+ etc 




^ AOx^ 


+ etc 


■ 


H <;Cj;* 


+ etc 


, 



Nous aurons d'abord, pour déterminer les deux pre- 
miers coefficients A et B, les deux équations aA — i ^ o, ' 
ûB + iA ^ o ; ensuite , pour déterminer les outres coéf- 
ficieats C, D, Ej etc., nous aurons «G + iB + cA = 



ou C:= — 

Bf Cb 



ab 



ïD + iC 4- cB = 



ouDz= — 



;flE + iDH-cC = o, 



lE=r— - — 



Ce 



DA 



D'où l'on voit que C dûrive de A et de B, comme D déi 

de B et de C, comme E dérive de C et de Dj etc. Ainsi les j 

Goëflicients A^ B, Q, D, £j etc., composent une suite | 

récurrente dont l'échelle de relation esÉ - 

Il en es't de même de toutes lès fractions de pareille 
espèce. 

439. Problème I. Connaissant, dans une suite récurrente, 
l'échelle de relation et un certain nombre de termes, sommet 
la suite. 

' Lorsque l'échelle de relation n'a qu'un seul terme. 



elle peut par 



la suite est une progression géométrique 
conséquent être sommée par le moyen de l'article i85. 

a." Soit a,b , c, d, e ,f, g, une suite récurrente dont 
l'éclieile de relation , composée de deux Termes , soit 
p + 1/'< nous aurons c=^ ap + btf, d^=bp + cq, ei=cp-t-dq, 
f:=dp + eq , g=^ep -\- fq. Donc c -i- d -{- e +/+ g = 
p{a +b + c-\-d + e') + q{h-\-c-\-d-\-e +/)- Or, eii 
nommant S la somme de tous Jes termes de la suite , on a 
c + rf + e +/+g^— S — a — b; a +' Z- + c + (/+ e=: 
S — / — g; b + c -h d -i- e -h/=S — a —g. On aura 
doncS— a — b=:p {S —/— g) -t- q{S—a — g).D'oii 

l'on tire S =: 
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Ainsi on aura la somme de la suite, en connoissantkl 
deux premiers termes , les deux derniers et Féchelle ie| 
relation. 

On trouveroit de même la somme , si l'ëcheUe ie rek' 
tion avoit trois termes, et que Ton connût les trois pre- 
miers termes de la suite , les trois derniers et réchefie de 
relation; ainsi de suite. 

44^- I^robléme II. Sommer une suite récurrente dont 
V échelle de relation a deux termes , en supposant que Fou 
connoUse cette échelle , les deux premiers termes de la suite 
et le nombre des termes. 

Soit, comme tout-à-l'heure , o, yb , c, d , etc. une suite 
récurrente dont l'échelle de relation est^t^-i-^, et le nom- 
bre dés termes n. Je suppose que chacun de ses termes 
soit la somme de deux termes correspondants des deux 
progressions géométriques suivantes : 

H Aa: AaI: Aa^ : A a* Aa% 

H B«r : B^' : ^%^ : B«r* B^". 

Cette supposition, qui nous donne (AAn-f-B»')çourle 
dernier terme , ou pour le terme général de notre suite 
récurrente, sera permise et vraie, si nous trouvons pour 
les quatres inconnues A, B, a, ît, des valeurs telles qu'en 
faisant successivement /z = i,7i=:2, 7^ = 3^/2=4, ^^^'f 
le terme général (Aa^h-Bst») se change successivement 
en chacun des termes de la suite récurrente proposée» 
Or, 1.'' en supposant n=i, l'expression du terme général 
devient (Aa-hBît); et en égalant cette quantité à a , on 
aura Aa 4- Bçr = a , première équation. 

2.** En supposant /i = 2, l'expression du terme général 
devient (A A" -+- Bsr") j et en égalant cette quantité à b, oa 
aura Aa' 4- Bw' = &, seconde équation. 

3.° et 4.* On voit directement , ou par Tart. 437 n°. a^ 
qu'on peut faire AA^ = (A-+-îr) Aa'^-^ — AîtAa^-^ etBA° = 
(^-4-A)B?r"-» — îtaBît»^-»; ainsi AA°-|-B^» = .^À5r(Ax«-*+ 
B^"'-')h- (a-4-^) (Aa'*- •+• B^^-»).D'où il suit quele.terme 
général ( Aa° h- B?r") forme une suite récurrente dont Fé- 
chelle de relation est •— aît-j- (a -h tf). Nous aurons dono 
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""les deux autres ^qualîons, — X'n^^p, troisième équation; 
*' A + 5r^9, quatrièmt: équation. 

Par conséquent on a tout ce qu'il faut pour Jéterminer 
*'^ les quatre inconnues A, B, >., ». ._ 

'*^ La troisième et la quatrième équation combinées e 

Les deux premières équations combinées ensemble dofl 

M nent d'abord, A ^^ — , B = . Substitua] 

pour A et » leurs valeurs , et représentant , pour abrégfil 
la quantité radicale 1/ (4/7 + ç' ) par M , on aura 
■ _ a/^ — ay + «M „_ ai — ay — iiM 
M' + ./M ' ~ M'— yM ' 

Le terme général sera donc exprimé en grande! 
toutes connues. A l'aide de ce terme, on aura les exr- 
pressions des derniers termes de la suite, et par consé- 
quent on pourra représenter la somme S par le moyea 
des deux premiers termes de la suile^ de l'échelle do re- 
lation , et du nombre des termes. 

On voit que les quatre quantités A, B, a, w, seront 
réelles, inégales, tant que la quantité radicale M sera 
Teelle et au-dessus de zéro. 

44' • Remartjue I. Si M est imaginaire, ce qui arrive 
lorsque p est négative, et qu'on a de plus ^p > t/' ; alors 
les valeurs de A, B, a, t , sont imaginaires. En effet, 
supposons en ce cas M^mi/ — i, et pour abréger un peu, 

, , o+mi/ — 1 u — niV' — I 
ab — aq^l; on aura a^^-^ , *^='i ^ 

— m'+ijin V — I — m' — \jniV .— i 

. Cependant l'expression (Aa'-hB»") du terme général 
est encore réelle ; car cette expression devient .... 

tX (■■- —'" — ^^) ], ou bien (en réduisant Içs valeurs de- 
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Aet de B au même clénonimateur), 



:i 



lOC- 



Or, si l'on fait successirement n=ri, n^^z. 



-)■]. 



«l qu'après avoir formé lea puissances de - 



^e 



i}—m\y~î 



effectue les multiplications indiquées, 

on trouvera que tous les termes qiiï coniiennent desimi- 
ginaires se détruisent mutuellement par l'opposition dei 
sigues, et que par conséquent l'expression dont il s'agît 
est réelle. On peut donc encore, en ce cas, déterminer 1b 
terme général par les formules de l'article précédent. 

442. Remarque II. Lorsque p est udc quantité néga- 
tive, et qu'on a de plus 4/* ^^ ?'. 1^* quatre éçuatioas 

^_ V + V^(4P+V') ^_ g — ^'(4/' + '/') ^^^ b—aT 

2 ' ï ' if — tn ' 



B = 



J-.K-. 



i — ri 



i ci-dessus, deviennent a^- 



, B = - 



-^=:oo ; en sorte 



que A et B paroissent être des quantités infinies de même 
'signe; d'où il résulieroit pour le terme général Aa° +8»" 
une valeur iafinie ; ce qui ne peut pas être , le terme gla- 
nerai étant une quantité finie, du moins tant que n est 
un nombre fini. Mais si on emploie les deux équations 

^&-«9^-uM j, 26— «,,-r/M . 

A-= — : .. ' .. — , B^ — - — '■ — ——, en faisant M=o, 

on observera que dans chaque numérateur le terme aM 

étant infiniment petit par rapport aux autres, et dans 

chaque dénominateur le terme M' étant infïnimeat petit 

, ,, . . , 2* — aq ^ th — nq 
par rapport a 1 autre, on aura A = , B= 



D'où il suit que., si l'on substitue ces valeurs 



ih 
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de A et de B, et celles de a et de «■, dans le terme gênerai, 
on trouvera pour ce terme ia fraction in(l(!'termiaëe ^! ce 
qui n'apprend rien. Le même résultat se trouveroit si on 

conservoit l'équation A^— ^^ , et qu'au lieu de l'é- 
quation B ^ ■ on écrivît (ce qui revient au même). 



Bz 



- on écrivît (ce qui 
; ou bien si l'on conservoit l'équation E 



-, et qu'au lieu de l'équation A 1^ , on 

w' — },7C '■ '■■ A' — Ai^ ^ I 

écrivit A ^ . Le calcul différentiel fournit des mé- 
thodes pour déterminer en général les valeurs des frac- 
tions indéterminées de la. même espèce que la précédente: 
ici nous concluons de nos calculs que j dans l'hypotliès© 
proposée, le terme général ne doit pas avoir la forme 
A^° + Bt". Celle qui lui convient alors est Aa" + n.'&x'^ , 
expression qui est la somme des deux termes généraux de 
ces deux suites : 

H A;. : Aa' : Aa^ : Aa* Aa". 

Ba : sBa' : 3Ba^ : 4BA* nUA". 

Car d'abord, en faisant « ^ i, puis ra =3, on aura les 
deus équations Aa + Ba ^ a, A a' + sBa* ^ b. Ue plus , 
on aura Aa" + hBa" = — a' f Aa"- + (« — a) Ba"- = ) + 
2a(Aa""' + (n — i)Ba'"'). Ainsi, si l'on fait successive- 
ment rt^i, n^2, «=^3, n = /^, etc., le terme (A+nB)A" 
formera une suite récurrente dont l'échelle de relation 
est — a' >t- ZA. On aura donc j en observant qu'ici, dans 
l'échelle de relation p + q , le terme/? doit être précédé 
du signe—, ces deux autres équations — a'= — p, îi\^q, 

îsquelles donnent l'une et l'autre, *= — -, à cause de 
= q'. Mettant la valeur de a dans les deux premières ' 



guations, on trouvera A- 



9' 




^6ttQB général sera donc exprimable en grandeurs réelle) 
f finies^ et entièrement connues. 



45a SECONDE PARTIE 

, Ceux qui voudront approfondir davantage U âi^wl 
des suites récurrentes, pourront consulter ce i 
écrit sur ce sujet dans mon Traité de calcul diffërentià I 
ei du calcul intégral. On y verra la méthode que j'ai i 
ployt^e pour déduire d'une seule et même formule 1' 
pression du terme général , quelle que soit la nature des | 
racines de cette expression ; ce qui n'avoit encore été 
remarqué, du moins que je sache, par aucun analyste^ ei 
ce qui dispense de chercher , comme on a été obligé de le 
/aire dans les calculs précédents, une formule particu- 
lière pour le cas des racines égales. 



Ji^ ,1>fi.,.M.>-h..' 
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Pa g e ï3, lig.^iSj dixièmes, lisez centièmes. P^geirfy^'j^: 
3 fois y lisez S fois. Page^fj Ug.^io-y au dénominateur de /ajoc- 
iion, lisez 2789. Fagej^^ Uga^i 7896, lisez 789. Page^^ 
lig»,^i déduire , lisez réduire. Page fn j lig\39 9 décimateur,^ 
lisez dénominateur. Page^^j^y lig.A^''j au lieu du i), qui est caà 
dénominateur, mettez o. Pagej^y lig.jier^ \ , lisez -jj. Pfl^«78ï| 
seconde lig, de V addition, au lieu de 242^^, lisez 642 ff. Pagejff^ 
Zi^.y*!^ demi-mètre, lisez décimètre. Page^Jt^Sr^ I^.^^jw^-^,] 
lisez Y^. Page jpjf^ lig. j^' au dénominateur , lisez H'jS* 
Page.jjfCy lig,^;i£r^au numérateur , au lieu de 5j lisez 25. 

ALGEBRE. 

Page^^j^i^Tj lig.^^ '{'i2a*bd*^ lisez 4-i2a*Ad!. PagejJiiri 
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liglJ^— Qahy^ lisez — 8 a y h. Page^JkSd'j %•>< ^^ dého- 
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minateur, lisez \/q. Page^^^ lig.J>^au dénominateur, au lieu 
de ay^ lisez a y. PagejSfsj'^ Hg-y^ divisant c?, lisez divisant h. 

Pagej^'j li%yt^ —, lisez — . Page^i^^ lig.^yc^y — 2b*, lisez 

a A 

— 2^. Ihid, lig, 2S ^ 2abc — , lisez 3abc-\-, Ibid, lig.Jir^ 

— 2Z>c , lisez — 2 A. Page -2^7^ lig,jt&\ au lieu du premier x , 
mettez y. Pagejâ^^ Hg'^i i> » Usez u. Pagejit^ lig^.j.^ 
^, lisez ^~-. Pag^Jii'jfy lig.^j^^ au dénomùiat, lisez (a- — x )*. 
Pag,2'iCT\ l/g.^jtéj au second mot, lisez — 2a zx. Page^a^ 
lig,^,^^ au dénominateur, lisez b + z\ Pagc^srSr^ l^gj^j — A-^ g» 
lisez — 4 kg. Page^^^^ lig.^i^ < n » H^f^^ > ii. Page^^â^ 
ligyjr&j 45, lisez 45x. Pû^Éu340-, Hg^êr^q^ lisez 62. Page^^j^ 
i^g^^t ^ » ^^^^^ X*, Ibid, lig,r^i%^^ au dénominat. lisez 2 (2 z — p). 
Page/Àâ^^ lig. /^^ x3— 3x , lisez x* — Sx*. Page. 2^-^ Hg-^^ 
H=a, lisez ± a. PageJ^^ lig-.J^j f^ /'^^^ f*. P^^^JS*»^ 
lig.jtff^ que Ton, /w^z, que si Ton. Pûg^^^388^ //^.^^%^B*^ 
lisez B. 
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ERRAT A: 

'A R I T H M E T I Q 17 K 

Pa g e ï3, %v i8^> dixièmes , lisez centième». Page 3^^%. J^ 
3 fois , lisez S fois. Page^rj lig.,io\ au dénominateur de lajrac- 
tioiiy lisez 2789. Pagej^j l^^^i 7896, lisez 789. Page^kr^ 
lig*,^y déduire , lisez réduire. Page fyi j lig'JÎS ,' décimateur, 
Usez dénominateur. Pagq^jfsry lig,^'^ au lieu du t^jqui est m 
dénominateur y mettez o. Page^^y lig.^^Ar^\^ lisez -jy. Vage'ji^ 
seconde lig, de V addition, au lieu de 242^^, lisez 642 f^• Va^fff^ 
Zi^.y*!^ demi-mètre , lisez décimètre. PagejSASr^ l^gi.^^'ih* 
lisez Y^. Page jjiif^ lig.ji^rÇau dénominateur , lisez SSy^» . 
PageJUfC^ lig,jiSrÇau numérateur y au lieu de 5^ lisez 25. 
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PagejjJ!^^ lig.^^ r^i2a*bd*^ lisez 4-i2a*Adf. Pagejfè^y 
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lig'^^jJÉr^ — 8 a/* |/, lisez *— 8 a y h, PagejiS^y ^vX ^^ ^^^'^ 
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minât eur, lisez \/q. Page^^^^ lig. Jy^au dénominateur ^auklieu, 
de uy^ lisez a y. PagejSt^^ Hg'y^ divisant (i?. Usez divisant h. 

Page ij^y l'Zyf^ —j Usez — . Page^KSSj lig.j^ —2^*^ lisez 

a A 

— 2^. Ibid, lig. 2S ^ Zabc'^^ Usez 3abc-i-. Ibidy Ug^^y 
— - 2Z»c, lisez — 2 b. Page -2*7-; lig,j!^^ au lieu du -premier r^^ 
mettez y. PagejiâiJ^ Hg'J^ n, Usez u. Page^^iî^ lig.j>^t 
—2.^ Usez ■^. Pag^Ji^j 1^8'J^'i ^^ dénominat, lisez (a— x)*. 
Pag.^'irf^ lig.^^'* au second mot y lisez — 2azx. Page^^^r^ 
lig.^;i^^ au dénominateur y lisez b + z». Page^lia^^ lig*^t — 4^ g> 
lisez — 4kg. Page^a^^ Ug^^^-^ < n , Usez > 11. Page^&sp^ 
Ugy}r(f^ 45, lisez 45 X. PageJ^^^ l^^^^y lisez 62. Page^j^ 
lig^if^^ X , Usez x*. Ibidy ligyr^i%^^ au dénominat. lisez 2(2 z — p). 
Page .'4^^ lig. >|^ x^ — 3x , /w^z x4 — 3x*. Page,Z^^ Ug-^ 
:+:a, lisez ± a. PageJ^y Hg'^J^ f» ^'^^2 f*« Pû/^.^28©^ 
lig.Ar^^ que Ton, /w^z, que si Ton. PageJiSiè^ /tfi,>^BS 
fcez B. 
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